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Resumo

Os modelos de respostas ao item utilizados, atualmente, limitam-se & avaliagdes que medem
um trago latente (habilidade) que pode ser representade por uma dnica dimensdo
{avaliagBes unidimensionais). Algumas avaliagdes, seja pela construcio dos itens on pela
prépria finalidade da aplicagio, nfio podem, a principio, ser consideradas unidimensionais.
Este é o caso do Exame Nacional do Ensino Médio - ENEM, que fol estruturado segundo
uma matriz de 5 competéncias. Este trabalho apresenta, primeiramente, conceitos bésicos da
TRI e introduz técnicas destinadas & determinagio da dimensionalidade de um conjunto de
dados. A Andlise Fatorial de Informacio Plena estd entre essas técnicas e é proposta como
ferramenta para a verificagdio da dimensionalidade das provas do ENEM. Os resultados
desse estudo mostraram que a habilidade medida pelo ENEM do ano de 1999 pode ser
representada por pelo menos 5 dimensdes. O trabalho apresenta, ainda, modelos que
tornam possivel a modelagem de dados em avaliagdes multidimensionais,

Palavras-chave: Tecria da Resposta 2o ltem Multidimensional, Dimensionalidade, Anélise
Fatorial, Teoria da Resposta ac Item.

Resumen
Actualmente, los modelos de respuesia al item utilizados se limitan a evaluaciones que
miden un trazo latente (habilidad) que puede ser representado por una tnica dimensitn,
evaluaciones unidimensionales. Algunas evaluaciones, sea por la construccién de cada ftem,
sea por la propia finalidad de la aplicacién, no pueden en primer instancia, ser consideradas
unidimensionales. Es el caso del Exame Nacional do Ensino Médio — ENEM, estructurade
seglin una matriz de cinco competencias. En primer plano, son presentados en este trabajo
bisicos de la TRI y se introducen bécnicas destinadas a determinar la
dimensionalidad de una base de datos. Para verificar tal dimensionalidad en las pruebas del
ENEM, se propone, de entre varias técnicas, la Andlisis Factorial de Informacién Plena. Una
de sus grandes ventajas es la de permitir testar la significincia del aumento en la dimensién
de un conjunto de datos. Los resultades de este estudio ostentan que la habilidad medida
por el ENEM en el afio de 1999 puede ser representada al menos por cinco dimensiones,
Incluso en evaluaciones de tipo unidimensionales, esta andlisis es muy importante dada la
dificultad en la elaboracién de cada ftem que conserven la unidimensionalidad. Ademds,
para evaluaciones multidimensionales, el trabajo también expone modelos que posibiliten
amoldar sus datos,
Palabras<clavee Teoria de la Respuesta al ftem Multidimensional, Dimensionalidad,
Anélisis Factorial, Teorfa de la Respuesta al [tem.

Estudos em Avaliagio Educacional, n. 25, jan-jun/2002 123



Abstract

The item response models currently applied in most educacional evaluations seek to
measure a latent trait (ability) which can be represented by only one dimension
[unidimensionality). Some educacional evaluations, however, do not fit into a one-
dimensicnal framework. This is case of the "Exame Nacional do Ensino Médio” (ENEM),
which has been designed according to a matrix of five different skills. At the outset, this
article presents a brief overview of the unidimensional Item Response Theory and some
tecniques that are helpful in determining the dimensionality of a given set of items. One of
these techniques is the Full Information Factorial Analysis, which we propose as a way to
check the dimensionality of ENEM. The results suggest that this exam in 1599 is at least
fivefold dimensional. We also present models designed to model multidimensional
evaluations.

Keywords: Item Response Theory, Multidimensional Item Response Theory,
Dimensionality, Factor Analysis,
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1.  Introdugdo

Os modelos de resposta ao item atualmente utilizados limitam-se a
avaliagbes que medem um trago latente (habilidade) que pode ser
representado por uma fnica dimensdo (avaliagdes unidimensionais).
Algumas avaliacbes, seja pela construciio dos itens ou pela prépria
finalidade da aplicagio, ndo podem, em principio, ser
unidimensionais. Este é o caso do Exame Nacional do Ensino Médio
(ENEM), que foi estruturado segundo uma matriz de 5 competéncias.

Este trabalho aborda, inicialmente, conceitos importantes da Teoria
da Resposta ao Item (TRI) unidimensional. Em seguida, sdo apresentadas
técnicas destinadas & determinagio da dimensionalidade de um conjunto
de dados e modelos que tornam possivel a modelagem para avaliagbes
multidimensionais. A parte final do trabalho apresenta uma aplicaciio aos
dados do ENEM do ano de 1999,

11 Modelos Unidimensionais

Modelos unidimensionais da Teoria da Resposta ao Item vém sendo
aplicados nos tiltimos anos em importantes avaliacdes educacionais. Esses
modelos tém como suposigio fundamental a unidimensionalidade do teste,
ou seja, a suposicio de que o teste estd medindo uma dnica habilidade
(trago latente). As principais diferengas entre os modelos estd na forma
matemdtica da Curva Caracteristica do Item e no ntimero de parametros do
modelo. Esses modelos sfo expressdes mateméticas que fornecem a
probabilidade de resposta correta a um item como fungdo da habilidade do
individuo e dos par@metros dos itens.

Dentre os modelos unidimensionais propostos na literatura, um dos
mais utilizados é 0 modelo logistico de 3 pardmetros proposto por Birbaum
(1957). Esse modelo é empregado em itens de muiltipla escolha do tipo
certo/errado e € dado por

.1
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onde
Xi éuma varidvel dicotdmica que assume os valores 1, quando o j-ésimo
individuo responde corretamente ao item i, ou 0 quando o j-ésimo
individuo ndo responde corretamente ao item i, com i=1, 2, ..., pe j=1,
2, N;
A Xj;=1|6;) éa probabilidade de um individuo j com habilidade 0,

responder corretamente ao item 7;

f; representa a habilidade (trago latente, trago ou proficiéncia) do j-
ésimo individuo;

a; & o parimetro de discriminagiio do item i;

bi & o pardmetro de dificuldade do item i, medido na mesma escala da
habilidade;

¢ par@metro que representa a probabilidade de um individuo com
baixa habilidade responder corretamente ao item i (muitas vezes
referido como a probabilidade de resposta correta dada ao acaso);

D ¢éum fator de fator de escala, constante igual a 1.

A Figura 1.1 mostra uma curva caracteristica de item quando a
habilidade tem uma fnica dimenséo (unidimensionalidade). Observe que
individuos com altos valores para a habilidade tém maior probabilidade de
responder corretamente ao item do que aqueles com baixa habilidade.

Figura 1.1 - Representagiio grifica de uma FCI
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Uma abordagem aos diversos modelos unidimensionais pode ser
encontrado em Hamblenton & Swaminathan (1985) e Andrade, Tavares &

Valle (2000).
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1.2  Suposigies

Os modelos unidimensionais tém como suposicio fundamental a
unidimensionalidade do teste, ou seja, supdem que o teste mede apenas um
finico traco latente (habilidade dominante no conjunto de itens). A
independéncia local ou condicional fora citada em alguns trabalhos como
suposigdo. Entretanto, com a publicagdo de Lord (1980), a independéncia
ndo mais ¢ vista como suposigdo, mas sim como conseqiiéncia da correta
determinacdo da dimensionalidade dos dados. A independéncia
condicional significa que dada a habilidade do individuo, suas respostas
aos diferentes itens do teste sdo independentes, Essa conseqiliéncia é
fundamental no processo de estimagio dos parimetros do modelo. A
independéncia condicional pode ser obtida mesmo quando os dados ndo
siio unidimensionais, desde que todas as dimensdes da habilidade que
influenciam a performance no teste sejam consideradas. Por exemplo,
considere um teste de matemética no qual os itens exigem niveis altos da
habilidade verbal (interpretagdo de texto). Individuos com niveis baixos
dessa habilidade podem ndo responder corretamente aos itens mesmo
possuindo niveis altos da habilidade matemética. Dessa forma, a
performance no teste é influenciada por ambas as habilidades: matemética
e verbal. Se um modelo unidimensional é ajustado aos dados, considerando
apenas a habilidade matemética, a independéncia condicional ndo pode ser
considerada, pois as respostas aos diferentes itens dependera da habilidade
verbal. Por outro lado, se os individuos apresentam niveis préximos de
habilidade verbal, considera-se que somente a habilidade matemética
influencia na performance sobre os itens; assim, a independéncia
condicional pode ser considerada quando um modelo unidimensional é
ajustado. Em testes contendo itens que exigem o conhecimento de
procedimentos especificos ou estratégicos para se obter a resposta correta
ou que fornecem informagdes que ajudam a responder outros itens, a
independéncia condicional também ndo se verifica, A habilidade para
detectar procedimentos especificos pode ser vista como outra dimenséo
além da habilidade testada.

Outras duas suposiges séo: (a) o tempo para a resolugéo do teste &
suficiente para que todos os itens possam ser respondidos por todos os
individuos e (b) a ordem em que os itens séo apresentados aos individuos
nao interfere no desempenho dos mesmos.
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1.3 Estimacdo

Uma vez determinado o modelo da TRI a ser utilizado, & necessério
determinar os valores dos pardmetros dos itens e das habilidades dos
individuos. Nos modelos unidimensionais, cada individuo & caracterizado
apenas por um pardmetro, 6, e para a caracterizagdo dos itens utilizam-se
de 1 a 4 pardmetros, dependendo do modelo utilizado. De modo geral,
obtém-se estimativas para os pardmetros do modelo com erros-padrio
pequenos quando o nimero de itens é de pelo menos 30 e o nimero de
respondentes para cada item é de pelo menos 300. No processo de
estimacdo, defrontamos- nos com 3 casos, O primeiro é quando os
par@metros dos itens sdo conhecidos e deseja-se apenas estimar as
habilidades dos individuos. No segundo caso, sdo conhecidas as
habilidades e deseja-se apenas estimar os parAmetros dos itens. No terceiro,
nem os pardmetros dos itens e nem as habilidades dos individuos sdo
conhecidos; deseja-se estimar ambos. O primeiro caso comega a ser
freqiiente na prética e a solucio é dada empregando o método da méxima
verossimilhanga, através da aplicacdo de procedimentos interativos, como,
por exemplo, 0 método de Newton-Raphson. Outra alternativa é a
utilizagio de métodos bayesianos. O segundo caso tem apenas cardter
tedrico e é solucionado usando o método da méxima verossimilhanga. O
terceiro caso, provavelmente o mais encontrado na prética, é abordado de
duas formas: a estimacdo conjunta dos par8metros de itens e das
habilidades dos individuos; ou em duas etapas, primeiro a estimacdo dos
itens e, em seguida, a das habilidades (Baker, 1992).

14  Escala de Medidas

Nos dois primeiros casos citados na subsecio anterior, ©
conhecimento dos pardmetros (dos itens ou dos individuos) implica o
conhecimento da escala em que eles foram medidos. No terceiro, ndo hd
nenhuma escala definida. Como a habilidade pode assumir qualquer valor
real, os valores dos parimetros que maximizam a fungio de
verossimilhanga ndo podem ser determinados de modo tinico. E necessério,
entdo, estabelecer uma origem, que representard a média das habilidades
dos individuos na populagio, e uma unidade de medida, que representaré
o desvio-padrdc das habilidades, antes do processo de estimacdo. As
habilidades dos individuos ndo sdo observadas, mas, baseado nas respostas
dos individuos a um conjunto de itens, & possivel estimé-las. A

propriedade mais importante da habilidade é que ela ndo depende do
particular conjunto de itens ao qual o individuo foi submetido. Essa
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propriedade possibilite uma comparagio direta de itens, testes ou
performances de diferentes gruoos de individuos. A habilidade pode
essuUmir teoricamente qualquer valor rea’, & nuritas siio as métricas na gual
ela pode ser definida. Usualmente, uliliza-se wma escala com média O e
desvio-padrao 1. Entretanto, poder-se-ia assumir quaisquer outros valores,
pols o mnportante sio as relagdes de ordem existentes entre os pontos da
escala. A especificagdo da escala elimina a ndo-identificabilidade do modelo
yue ocorre devido A produgdo de um mesmo valor para a funcao
caracteristica do item a partir de diferentes conjuntos de pardmetros. Uma
discusséo e desenvolvimento completos podem ser encontrados em Baker

(1992),
1.5 Comentizos Adicionais

Os modelos unidimensionais da TRI tém como  suposigio
fundamental a unidimensionalidade do teste. Esta suposicio exige que o8
ilens que irdo compor o teste sgjam elaborados de modo & atendéla,
Entretants, dependendo do objetivo do teste, nem semnpre isso & possivel.

A violagdo da suposicio de undimensionalidade conduz, enire
outras, dy seguintes conseqiifncias negativas: (i) a propria validade do itern,
passa a ser questionada e (if) assumindo um models unidimensional com,
itens multidimensionais nio se pode garantir a independéncia condicional.

Hattle (1985) identificou mais de 30 indices sugerides para
determinar a dimengionalidade de uma medida ¢ os categorizou nos
seguintes grupos:

Grupo 1: indices baseados em padrdes de respostas;

Griipo 2 TulioRs mee o8 e e e
Grupa3: fndices baseados na andlise de componentes principais;

__ po 4: fndices baseados n=aénﬁhﬂc: fatorial;
rupo 5: indices baseados na TRI.

Pela categorizagdo de HMatbe (1985}, a andlise falorial através das
matrizes dos coeficientes pii e das correlagdes tetracéricas se enguadram no
grupo 4 ¢ a anilise fatorial de mformacao plena no grupo 5. Na secio
seguimnte serdo abordados esses dois grupos, com referéncia especifica a
es539 analises.
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2 Anilise Fatorial

A Andlise Fatorial trata do relacionamento interno de um conjunto
de varidveis. Suas idéias bésicas se devem, principalmente, a psicologos
como Charles Spearman, Thomson, Thurstone e Burt, que buscavam obter
uma melhor compreensdo para a “inteligéneia”.

Os testes de inteligéncia eram - e ainda séio - montados com uma
grande variedade de itens que variam em graus de memorizacdo,
habilidade verbal, habilidade matemaética, entre outras. A Anélise Fatorial
foi desenvolvida para analisar esses testes e averiguar se a “inteligéncia”
era determinada por um tnico fator geral ou por vérios fatores.

Na Andlise Fatorial convencional, p varidveis observadas séo
modeladas como fungbes lineares de um namero menor, m, de outras
varidveis continuas, denominadas varidveis latentes ou fatores. Essas
varidveis sio empregadas na estimacio da correlacio entre as varidveis
observadas.

Os objetivos principais da Andlise Fatorial sdo:

» determinar o mimero de fatores que fornecem um ajuste

satisfat6rio & matriz de correlaciio observada;

» estimar os coeficientes de regressdo das varidveis observadas

nos fatores.

Com isso, almeja-se uma explicagio parcimoniosa do
relacionamento entre as varidveis observadas.

Basicamente, o modelo fatorial & motivado pelo seguinte
argumento: suponha varidveis que possam ser agrupadas por suas
correlagBes, isto &, suponha que todas as varidveis de um grupo particular
de wvaridveis sdo fortemente correlacionadas enire si, mas tém,
relativamente, baixa correlagdo com varidveis de outros grupos diferentes.
Entdo, é conceitual que cada grupo de varidveis representa uma tinica
construgiio bésica, ou fator, que é responsavel pelas correlagSes observadas.
Por exemplo, correlagbes de testes de Inglés, Francés e Portugués sugerem
um fator bésico: “dominio verbal ou em linguas”. Um segundo grupo de
varidveis, representando escores em ciéncias exatas: Matemadtica e Fisica,
por exemplo, se avaliado, corresponderia a outro fator. E esse tipo de
estrutura que a Andlise Fatorial procura determinar,

21 Modelo Fatorial Convencional

A Anilise Fatorial &, em esséncia, um método para explicacdo da
variabilidade de dados através de um modelo ajustado. A matriz de
covariincia ou a de correlacio de um nimero razodvel de varidveis
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Y=(Y;,...Ys) € o objetivo da anélise. Por hip6tese, o interrelacionamento
entre as varidveis pode ser explicado por um modelo de regressdo linear
miltiplo, com os Y's como varidveis dependentes. A caracteristica que
diferencia a Andlise Fatorial do modelo de regressio é que nessa os
preditores, 8 = (#,,..., &), ndo sdo observados, mas sim inferidos a partir
dos dados. No modelo convencional de Analise Fatorial assume-se um
vetor m-dimensional de varidveis latentes, 8 = (6,..., &), na populagio de
individuos. As observagtes de uma amostra aleatdria de N individuos ndo
consistem, entretanto, de valores de § mas de valores de p varidveis
observadas Y=(Yj,...,Y;), onde p > m. E assumido, também, que ¥ depende
estocasticamente de #através do seguinte sistema de equagGes lineares:

Yp = App0p + 41202 + ot AppyOpy + €
Yo = 2501+ 42200 + .ot AP + €2

Yp =Apify +Ap20y +.ct ApmbOm +€p

ou, em forma matricial,
Y=A0 +e )

O coeficiente A3, ,i=1, 2, ..., pe k=1, 2, ..., m, € definido como a carga
da i-ésima varidvel no k-ésimo fator, e a matriz A é denominada matriz de
cargas fatoriais. #¢é o vetor de fatores comuns, ou, simplesmente, vetor de
fatores e e é o vetor de fatores especificos ou resfiduos. Sendo possivel a
decomposigio da matriz de covaridncia ou a de correlagdo de Y, X, da
seguinte forma:

Z=ABOA'+Y¥, @2
onde ® denota a matriz de covaridncia de 4 e ¥ representa a matriz de
covaridncia do residuo e, as cargas fatorias podem ser obtidas de tal modo
que sejam féceis de serem exploradas visualmente ou interpretadas, sem
afetar o ajuste do modelo. Esse processo é conhecido como rotagio de
fatores (Johnson & Wichern, 1998; Lawley & Maxwell, 1971).

22  Modelo Fatorial para Dados Dicotémicos ou
Dicotomizados

Nesta seciio serd apresentada a extensdio do modelo fatorial
tradicional para dados dicotdmicos ou dicotomizados. A primeira idéia foi

Estudos em Avaliag@o Edwcacional, n, 25, jan-fun/2002 131



estabelecer uma matriz que substitufsse a matriz de covariincia ou a de
correlagio para varidveis continuas e operar de acordo com o que foi
apresentado na subsegdo anterior. As solucdes iniciais foram dadas através
do uso das matrizes de coeficientes phi e de correlagbes tetracéricas. Um
outro método, denominado Andlise Fatorial de Informacfio Plena, foi
introduzido a partir do artigo de Bock & Aitkin (1981) e serd abordado na
parte final da se¢do.

221 O Coeficiente de Correlagio Phi

Ndo hd impedimento para o célculo da correlagio produto-
momento de Pearson (o(X,Y)) entre varidveis dicotdmicas - “coeficiente
pht”, como ela é chamada neste caso especial. Sua férmula é dada por

p(x,y)EIX = x ) - 4y )]
axXay

Dessa forma, seria natural aplicar o método da subsegdo anterior
para ajustar um modelo fatorial a uma matriz de correlagdo assim obtida.
Entretanto, véarios pesquisadores tém demonstrado os problemas inerentes
a essa préatica.

O principal problema é que os valores do coeficiente phi dependem
ndo s6 do grau de relacionamento entre as varidveis, mas, também, da
média individual de cada varidvel.

As Tabelas 2.1, 22 e 23 ilustram os resultados obtidos numa
simulacdo com diferentes tamanhos de amostras para o coeficiente phi. Na
Tabela 2.1, 8 itens foram submetidos a 5000 respondentes. Cada item é uma
varidvel que assume os valores 1 e 0: 1 para respostas corretas e 0 para
respostas incorretas. O primeiro item foi respondido incorretamente por
apenas um dos individuos; o segundo item foi respondido incorretamente
por dois individuos: o que errou o primeiro item e mais um. Note que
somente um individuo respondeu diferentemente os dois itens. O resultado
para o coeficiente de correlagdo phi foi 0,707. O terceiro item foi respondido
incorretamente pelos dois individuos que erraram o item anterior e mais
um; o quarto item, pelos trés individuos anteriores e mais um. Para os itens
1 e 4, apenas 3 dos 5000 individuos apresentam respostas diferentes para
estes dois itens, isso fez com que a correlagiio phi decrescesse para 0,50.
Concluindo a interpretacio dos itens, o quinto foi respondido
incorretamente pelos 4 individuos anteriores anteriores e mais 496, o sexto
item, pelos 500 individuos anteriores e mais 500, o sétimo item, pelos 1000
individuos anteriores e mais 500 e o oitavo item, pelos 1500 individuos
anteriores e mais 500.
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Tabela 2.1 - Correlagio phi para 8 itens submetidos a 5000 respondentes

Nas Tabelas 2.2 e 2.3, a mesma anélise é feita para outros 8 itens
submetidos a 500 e 50 individuos, respectivamente. Os itens 1, 2, 3 e 4
apresentam a mesma seqiiéncia de respostas incorretas verificadas na
Tabela 2.1, e 0s itens 5, 6, 7 e B apresentam a mesma seqiiéncia e proporcao
de respostas incorretas. Nota-se facilmente a dependéncia indesejdvel do
coeficiente de correlacdo phi da média das varidveis envolvidas.

Tabela 2.2 - Correlagio phi para 8 itens submetidos a 500 respondentes
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Quando varidveis bindrias séo produzidas pela dicotomizacdo de
varidveis continuas, a escolha do ponto de corte afeta os valores do
coeficiente phi. A anélise fatorial feita a partir da matriz dos coeficientes phi
de varidveis bindrias e produzida pela mesma estrutura de correlagdo, mas
dicotomizadas em diferentes pontos, pode equivaler-se a modelos fatoriais
com diferentes estruturas e possibilitar diferentes niimeros de fatores.

Outro problema ¢ que o valor de uma varidvel dicotdmica é
limitado, implicando que sua regressio com qualquer varidvel latente
continua com intervalo infinito ndo pode ser linear (McDonald & Ahlawat,
1974). Se a correlacdo for aplicada diretamente em varidveis dicotdmicas, o
modelo de andlise fatorial linear dado pela Equagdo 21 fica mal
especificado.

Uma alternativa ao uso da matriz de coeficientes pii é apresentada
em seguida.

2.2.2 A Correlagdo Tetractrica

Diferentemente do célculo das correlagbes phi, onde ndo houve
nenhuma suposigio sobre as varidveis observadas envolvidas, consideram-
se, agora, as varidveis continuas Y; e Y; que tém distribuicBo conjunta
normal bivariada e que as varifveis observadas, Xi e Xj, que assumem o0s
valores 0 ou 1, sdo resultantes dessas varidveis através de um processo de
dicotomizaciio. Nesse processo, é assumido um ponto de corte para cada
uma das varidveis continuas, denotados por ¥ e y;. Os valores das varidveis
Y: e Y; ndo sdo observados diretamente, mas, somente, se assumem valores
maiores ou menores do que seus respectivos pontos de corte:

Yic2nouY <y
Yj2yyouY; <y

Os valores das varidveis observadas X; e X; sfo supostos resultantes das
varidveis continuas da seguinte forma:

x:{ lr se IY:E TI
T 10 se Yi<wy
A varidvel X; recebe tratamento andlogo.

A idéia agora 6 inferir a correlacio produto momento entre Yi e Y}
p(Y:Yj), a partir da observagdo de X; e X; Como exemplo, poder-se-ia
considerar a varidvel Y denotando a habilidade exigida por um item e a
varidvel X, a respectiva resposta ao item: 1 para resposta correta e 0 para
resposta incorreta.
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Seja n; a proporgdo de individuos na populagiocom Yizpe Y2y,
A proporgdo de individuos com Y; 2 y, independentemente de Y, e a
proporgdo de individuos com Y 2 y;, independentemente de Y;, sdo dadas
por m; e m, respectivamente.

Com as suposigbes sobre a distribuicio de (Y, Y;), temos

wem [0 fGoy, o)y dy, @3
= Ej" f(yr_yﬁpb;rdy! (2.4)
®,= .[; E f()';d’;.ﬂ}b‘,dyl (2.5)

onde f{y,;0) representa a fungéio densidade da distribuigéo normal padrio
bivariada, com p representando a correlagéo entre as varidveis Y; e Y

|_yt+3)-20m3;

f(};-?j-ﬂ}='—1—ﬂﬂ
2e1-p2 | 2l-p?)

Considerando ny a proporgio de individuos que responderam
corretamente o item i, mas responderam incorretamente o item j, e
definindo my e ny analogamente, todas as propor¢bes de respondentes
numa tabela de contigéncia 2 x 2 estariam determinadas.

Quando ¥y, ¥ e p, sdo conhecidos, ny, m e m sdo determinados de
forma tinica a partir das Equagdes 2.3, 2.4 e 2.5. Entretanto, o caso realista é
ter conhecido ay, m e my, e dai determinar vy, ¥y e o, também de forma tnica.
Quando p é calculado a partir das proporgdes da tabela de contigéncia 2 x
2, satisfazendo as expresses (2.3), (2.4) e (2.5), ele é chamado coeficiente de
correlacdo tetracérico, que serd denotado por gy (Pearson, 1900). Se a
suposicdo de que (Y;Y)) tem distribuicio normal bivariada é verdadeira,
entdio p= (Y., Y).

Quando se observam proporgdes amostrais, gy é estimado por ry, 0
coeficiente de correlagdo tetracério amostral. Para o cdlculo de gy ou ry nio
hé férmulas fechadas; aproximagdes computacionais eficientes sdo dadas
por Divgi (1979). Calculando gy para todos os pares de varidveis, no nosso
caso, itens, forma-se a matriz de correlactes tetract6ricas.

A matriz de correlagdes tetractricas amostral, 5%, é uma estimativa
da matriz de correlacio das varidveis Y's e, assim, procedimentos padrdes
de andlise fatorial podem ser empregados para estimar A e P’

Da mesma forma, do modelo convencional serd assumida a
existéncia de m varidveis latentes 6. Para p > m varidveis observadas (por
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exemplo, p itens de um teste), assume-se, também, que a estrutura linear
para as p varidveis Y, i =1, 2, ..., p, € dada por

VA + Ayt Ay 29

onde os ¢;'s sdo os residuos. O contraste com a andlise fatorial de variaveis

observadas estd no fato de que os Y's ndo sdo observados diretamente.
Observa-se, sim, um vetor de varidveis dicotdmicas X=(X;, X3, ..., X;) com
valores determinados de acordo com o processo de dicotomizacio
apresentado no infcio dessa subsegio.

Com a anélise fatorial através da matriz de correlages tetractricas
melhora-se as estimativas para as correlagdes, quando comparadas com a
estimaciio através da matriz dos coeficientes phi. Uma desvantagem resulta
do fato de que, diferentemente do caso de varidveis observadas com
distribuicio normal, a sumarizacéo das varidveis dicotdmicas em termos da
matriz de covaridncia ndo retém, conjuntamente, toda informagio sobre o
relacionamento dessas varidveis; somente as informagdes individuais
(percentual de acertos) e a informages de pares de varidveis sdo usadas.

2.2.3 Anilise Fatorial de Informagdo Plena (AFIP)

Nas subsegbes anteriores consideramos as estimaces dos
pardmetros através de métodos cuja solugdes sdo denominadas de solugdes
de “informagbes limitadas”, no sentido de que somente sdo utilizadas
informagtes de marginais de ordens inferiores da tabela de contingéncia
que sumariza as respostas dos individuos e, portanto, toda informacao
avaliada para a estimagio. A andlise fatorial de informagio plena
introduzida por Bock & Aitkin (1981) nio requer o célculo de coeficientes
de correlagio inter-itens e supera vérios problemas presentes na andlise
fatorial da matriz tetractrica.

Serd assumido novamente o modelo fatorial para varidveis
dicotdmicas apresentado na subsecio anterior, através da expressdo (2.6).
As suposicbes séio as seguintes:

L o8 residuos & seguem uma distribui¢io normal de média 0 e variincia d‘z;

ii. o8 residuos sdo independentes entre si e dos &'s;

iii. &= (&, 6, .. 6, vetor dos fatores, segue uma distribuicio normal
multivariada com vetor de média 0 e matriz de covarifancias [i;

iv. ¥ = {Y1,Ys ..Yp, vetor de varidveis pseudo-observadas, seguem uma
distribuicio normal multivariada com vetor de médias 0 e matriz de
covarifncia I, onde Z=AA' + .
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Com o intuito de aproximar a teoria da resposta ao item e a anélise
fatorial, o leitor pode interpretar a varidvel Y como habilidade geral do
individuo e #como o vetor de habilidades especificas.

Considera-se que a probabilidade de uwm individuo j responder
corretamente ao item i, condicionado ao vetor de fatores 4, seia dada por

o,(0,)=P(x,=1l6 )= _[’ t—_izﬂ ' a2

ou seja, Oi(4) é a distribuicio acumulada normal padrio.

No processo de estimagdo da matriz %, a matriz das cargas fatoriais,
A, é responsével pela determinagio da dimensdo do vetor de fatores §. Em
outras palavras, e de modo geral, as magnitudes das cargas fatoriais
indicamn quantos fatores devem ser contemplados pelo modelo e quanto da
varifincia amostral de cada varidvel é devida a cada fator.

Na AFIP, para a estimagio das cargas fatoriais, a equacdo que é
empregada para tal fim é fungio das respostas de todos os N individuos
submetidos ao teste ou avaliaggo, isto é, a equacio utiliza conjuntamente a
informagcéo de todos os itens para cada um dos individuos.

Teste de Ajuste do Modelo

Se o tamanho da amostra ¢ suficientemente grande, uma estatistica
para o teste de adequagio do modelo (teste da razdo de verossimilhanga),
assumindo o modelo relacionado & alternativa multinomial, é dado por

5
G? =2 nlog(NR/n ).
I=l

G2 tem, aproximadamente, distribuicdo qui-quadrado com s - p(m+1) + m(m
- 1)/2 graus de liberdade, supondo um modelo com m fatores. Os graus de
liberdade refletem o niimero de padrdes de respostas observados, menos o
niimero de pardmetros estimados, mais o niimero de restricbes impostas
para efeito de identificagdo. Entretanto, quando o nimere de pardmetros é
maior que o tamanho da amostra, as freqliéncias esperadas podem ser
préximas de zero, tornando o teste pouco confidvel.

Quando na formagio da matriz de correlagio h4 dados faltantes
(“missing data”), a estatistica do qui-quadrado torna-se extremamente
sensfvel, no sentido de superestimacdo. Esse fentmeno acontece, por
exemplo, quando da utilizagio de delineamentos por Blocos Balanceados
Incompletos. Outro fato é que em pesquisas da larga escala abrangendo
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diferentes localidades, os efeitos grupais podem aumentar os valores da
diferenca do qui-quadrado entre dois modelos. No manual do programa
TESTFACT (Wilson, Wood & Gibbons, 1998) os autores recomendam, nos
casos citados acima, dividir a estatistica teste (diferenca de qui-quadrados)
por 2 ou 3 antes de avaliar a significAncia do teste. Neste trabalho,
especificamente na segdo 6, serd utilizado o nimero 3 como divisor e a
estatistica teste serd denominada diferenga corrigida de qui-quadrados.

A estatistica teste, G2, € um indice de falta de ajuste entre o modelo e
os dados. Entretanto, seu valor nfio deve ser interpretado diretamente,
somente a diferenca dos valores da estatistica entre dois modelos é
interpretédvel. De um modo geral, na comparagéio entre dois modelos: M;
com m fatores e M; com m + 1 fatores, se (G2 - G2) for positiva, o segundo
modelo se adequa melhor aos dados, caso contrério, o primeiro modelo é
preferivel.

A dimensionalidade na Teoria da Resposta ao Item é vista como o
espago referente ao vetor 8 Os modelos unidimensionais assumem a
unidimensionalidade desse vetor, ou seja, m = 1. A andlise fatorial de
informagdo plena permite testar a significincia estatistica dos fatores
adicionados sucessivamente ao modelo (teste da razio de verossimilhanga),
e serd utilizada nesse trabalho como método para a verificagio da
dimensionalidade do espago do vetor 6.

No programa TESTFACT encontram-se implementadas a anélise
fatorial de informagdo plena e a andlise fatorial através da matriz de
correlacbes tetracéricas.

3. Modelos Multidimensionais
31  Introdugdo

Modelos unidimensionais da Teoria da Resposta ao Item vém sendo
aplicados nos fltimos anos em importantes avaliacdes educacionais. Esses
modelos tém como suposigio fundamental a unidimensionalidade do teste,
ou seja, assumem que somente um trago latente - chamaremos sempre
habilidade - é necessdrio para explicar a performance de um individuo em
um teste, ou, em outras palavras, que o teste exige de forma preponderante
apenas uma habilidade. Nessa medida, habilidade, incorpora-se a
personalidade, o nivel de motivacio, o tipo de educagio, a ansiedade, a
facilidade de “trabalhar sob pressdo”, os conhecimentos especificos e
adjacentes relacionados ao teste e todos os outros fatores que possam vir a
influenciar a performance do individuo no teste. Entre tantos fatores a

138 Estudos em Avaliaghn Educacional, n. 25, jan-jun/2002




existéncia de um dominante, referido como habilidade medida pelo teste,
sustenta a suposicdo de unidimensionalidade.

Um ponto importante é que um teste pode ser unidimensional para
uma populacdo e ndo ser para outra. Supondo a aplicagio de um teste,
medindo as habilidades matemética e verbal, a duas populagdes distintas
de individuos, se em uma delas todos os individuos apresentam niveis
altos de habilidade verbal, somente a habilidade matemaética afetard a
performance no teste. Na segunda populagio, se a habilidade verbal ocorre
de omaneira heterogénea, ambas as habilidades influenciam
significativamente a performance dos individuos no teste, e assim, o teste

32 Modelos Matemiticos

A Teoria da Resposta ao Item Multidimensional (TRIM) é uma
metodologia relativamente nova na modelagem do relacionamento entre as
habilidades de individuos e a respectiva matriz de respostas a um conjunto
de itens.

A TRIM caminha buscando o mesmo desenvolvimento da Teoria da
Resposta ao Item unidimensional, mas muitas sio as lacunas a serem
preenchidas. Vérios modelos foram propostos e alguns deles vém sendo
testados e aplicados.

Nesse trabalho serd dada maior énfase aos modelos compensatérios.
Esses modelos sdo peneralizacoes diretas dos modelos logisticos
unidimensionais que, atualmente, estio entre os mais aplicados.

Os dados a serem tratados pelos modelos estardo representados por
uma matriz de zeros e uns, correspondendo, respectivamente, a respostas
incorretas e corretas aos itens. A matriz de dados é geralmente composta
por N linhas, referentes aos individuos, e p colunas, referentes aos itens.
Assim, a interse¢@io de uma linha com uma coluna representa a resposta do
j=6simo individuo, j=1, 2, ..., N, ao i-ésimo item, =1, 2, ..., p. As suposi¢des
sobre 0 mecanismo que cria essa matriz de dados sdo as seguintes: (1) com
um acréscimo em pelo menos uma das dimensoes (da habilidade) medidas,
a probabilidade de obter uma resposta correta a um item é crescente, Isto é
freqlientemente chamado de suposigio de monotonicidade; (2) a fungio
relativa & probabilidade de resposta correta é suave, no sentido de que as
derivadas da fungio séo definidas; (3) a probabilidade da combinagiio de
respostas pode ser determinada a partir do produto das probabilidades de
resposta  individual, quando as probabilidades sdo calculadas
condicionalmente a um ponto do espago 0. Essa é uma conseqiiéncia da
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correta determinacio da dimensionalidade de 0 - chamada de
independéncia condicional.

Essas suposicSes sdo consistentes para vérios modelos que
relacionam caracteristicas de individuos e de itens.

321 Modelo Compensatério com Acerto Casual - MC3

A forma bésica para o modelo apresentado nesta subsecdo é uma
generalizagdo direta do modelo logfstico de 3 par@metros (Lord, 1980), para
o caso onde os individuos sdo representados por um vetor de parimetros,
ao invés de um finico escalar. A forma matemética do modelo é dada por

1 (3.1)
+expH-(Dg;8) +d;)]

PX, =1]Bj]=ci+[l"ci}l

onde

X; ¢ uma varidvel dicotdmica que assume os valores 1, quando o J-
ésimo individuo responde corretamente ao item i, ou 0 quando o j-
ésimo individuo ndo responde corretamente ao item i, com i=1, 2....,
pej=1,2,..,N;

&= (&, ..., by) representa o vetor habilidade do j-ésimo individuo,
sendo &y, k=1,2,...,m, suas habilidades especfficas;

P(X;=1| 6)é a probabilidade de um individuo j com vetor habilidade §
responder corretamente o item §;

a'i=(aa, A2, ..., Gim) € 0 vetor de par@metros relacionados & discriminagio
do item i;

d; é o pardmetro relacionado a dificuldade do item i, medido na mesma
escala da habilidade; g

¢ & o pardmetro que representa a probabilidade de um individuo com
baixa habilidade responder corretamente ao item i (muitas vezes
referido como a probabilidade de resposta correta dada ao acaso);

D éum fator de escala, constante e igual a 1.

A denominagdo compensatério se deve ao fato de que um valor
baixo da habilidade em uma das dimensdes pode ser compensado por um
valor alto em outra dimens&o.
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A equagio para o modelo define uma superficie que fornece a
probabilidade de resposta correta para o item como fungiio da posicio dos
individuos no espago de habilidade especificado pelo vetor 8 Quando hé
somente duas dimenstes, a forma da superficie de probabilidade pode ser
representada graficamente. As Figuras 3.1 e 3.2 mostram a superficie de
probabilidade para o mesmo item i (an = 0,9; ag = 1,5; di = -2,0; & = 0,2)
usando dois diferentes métodos de representacio. A Figura 3.1 usa uma
superficie tridimensional que enfatiza a monotonicidade do incremento
natural da superficie. A Figura 3.2 mostra a superficie como um gréfico de
linhas de contorno de igual probabilidade de resposta correta. Essa
representacio enfatiza que as linhas equiprovéveis sdo linhas retas, e, além
disso, séo paralelas entre si. Essa caracteristica do modelo € resultado da
forma linear do expoente do ¢ na equagdo do modelo.

Parametros do modelo
Pardmetros dos individuos

Os par@metros dos individuos, habilidades, sdo os elementos do
vetor 8. O niimero de elementos requeridos para modelar adequadamente
a matriz de dados é fornecido pela anélise fatorial de informagio plena
introduzida na segfio anterior. As dimensdes podem nio ter interpretacio
clara, mas sdo importantes para a especificacdio do modelo. O
procedimento de rotagiio do espago do vetor & possibilita muitas vezes uma
melhoria na interpretagio das dimensses.

Parimetro de Discriminagiio

As medidas cléssicas para a discriminagdo de itens usualmente
utilizadas séo as correlagbes ponto-bisserial e bisserial. Estas medidas sdo
usadas de um modo geral como indicadoras da qualidade do item ou para
a selecdio de itens na composigdo de um teste. Na maioria das vezes, as
medidas de discriminacio da TRI e os conceitos relacionados a informagéo
do item sdo usados com o mesmo intuito, mas estas medidas também séo
usadas para especificar a precisao da medida fornecida por um item em
diferentes niveis da habilidade ao longo da escala 6. Tanto as medidas de
discriminacio do item da Teoria Classica quanto a da TRI unidimensional
sio baseadas na suposigdo de que o teste estd medindo um tnico trago
latente - definido pelo escore total ou pela habilidade 6.

Nos modelos da TRI unidimensional é& assumido que a
probabilidade de responder corretamente a um item aumenta com ©
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1,2.,mei=1,2,..,p, do vetor a. Esses elementos

O parametro de discriminagio de um item i é dado por uma fungao

dos elementos ax, k

aumento do nivel da habilidade que est4 sendo medida. Da mesma forma,
nos modelos multidimensionais & assumido que a probabilidade de
resposta correta a um item aumenta quando hi um aumento em cada uma

das habilidades requeridas pelo teste.

podem ser interpretados, muitas vezes, como k pardmetros de modelos

unidimensionais (Lord, 1980). Os elementos do vetor g, estéo
correspondentes eixos no espaco £ Os elementos, portanto, indicam a

sensibilidade do item para diferenciar habilidades ao longo dos eixos de &

com a inclinagio da superficie de resposta do item na direcio dos

No entanto, 0 poder de discriminacéo dos diferentes itens dependem da

diregiio estabelecida no espaco de 4.

Figura 3.1 - Superficie de Resposta de um item de parimetros

09:a:=15:d=-20ec=02

a =

wjanoa wjsodses ep ‘qoid
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Figura 3.2 - Gréfico de Contorno da SRI dada na Figura 3.1.

O poder de discriminagdo de um item { multidimensional é

dado por
2
DISCM, = |¥ a2,
k=]

onde k é o namero de dimensoes do vetor # e ag é o k-6simo elemento do
vetor a; (Reckase, 1991).

De modo geral, o poder de discriminagio de um item indica quéo
rdpida € a transicdo de baixa para alta probabilidade de resposta correta a
um item. Um item com alta discriminacdo divide claramente a regido
espacial em duas partes, tendo apenas uma estreita regido onde as
probabilidades séo de magnitude intermedidria.

A Figura 3.3 mostra a SRl para dois itens, o primeiro com
discriminagdo moderada e o outro com baixa discriminacéio. Note que os
dois itens ndo discriminam na mesma diregfio no espaco 6.
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Figura 3.3 ~ Superficies de Resposta de dois itens
que variam na discriminacdo e na dimensao avaliada

kem1: @ =19 a=07 d=c=0 ¢ DISCM=2,02.

05 =

s

BN
) AN

0,59,

-
f‘.-“

A discriminagiio de um item estd relacionada com a inclinagio da
superficie de resposta ao item. A inclinagio difere dependendo da
localizagio no espaco & e da direcio relativa 2 superficie naquela
localizagéio. Por exemplo, para o item 1 na Figura 3.3 a inclinagdo é quase
nula no ponto (-2, -2) em qualquer diregiio; no ponto (2, -3) a inclinagio é
fngreme na dire¢iio aproximadamente paralela ao eixo & (habilidade 1), e é
muito baixa, ou quase nula, na dire¢iio que passa através da superficie. O
nivel méximo de discriminaco do item estd na localizaciio e na diregio
onde a inclinagdo é mais fngreme. O poder de discriminacio de um item
também pode ser descrito relativo a uma particular direciio no espago £
Usando esta medida, dois itens podem ser comparados diretamente para
determinar qual apresenta melhor medida para uma particular habilidade.

Na Figura 3.3, por exemplo, o item 2 é melhor que o item 1 para
diferenciar dois individuos que possuem habilidades nos pontos (1= 1, éx
=0) e (2= 1, fn =1) no espago 6. Note que estes dois individuos somente
diferem na habilidade 2 (6 6n #6k). Assim, o item 2 apresenta mais
informacfio para medir ¢ na regifio especificada no espago 6. De fato, o
item 2 apresenta uma mudanga maior nas probabilidades para os dois
individuos do que o item 1, considerando a direg@o que é paralela a 6.
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tem2: 2=04,a=12, di=2, ¢,=0 e DISCM=1,26.

Pariimetro de dificuldade

Estatisticas que descrevem caracteristicas de itens sdo comumente
empregadas no processo de construgio de testes. Estas estatisticas séio
freqlientementes usadas para produzir formas equivalentes de testes ou
para produzir testes com caracteristicas especificas. De modo geral,
estatisticas assumem que o item estd medindo uma tinica habilidade.
Entretanto, os itens séo, geralmente, multidimensionais em algum sentido
e, dependendo da intensidade das dimensdes, as estatisticas
unidimensionais ndo sdo apropriadas. Alguns itens medem ou exigem de
forma mais dominante uma s6 habilidade. Para estes itens as estatfsticas
unidimensionais sfo razodveis. Por outro lado, itens que requerem
claramente mais de uma habilidade necessitam de um tratamento
diferenciado, ou seja, necessitam de medidas que levem em consideracio as
diferentes dimensdes da habilidade.

Os problemas de matemédtica que envolvem um texto a ser
interpretado sfo exemplos comuns desses tipos de itens. Ambas habilidade
verbal (interpretacio de texto) e habilidade matemética sdo necessérias ou
exigidas para se obter a resposta correta, Medidas unidimensionais séo
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inapropriadas para esse tipo de item. Como exemplo, poder-se-ia
considerar o interesse em ordenar um conjunto de itens desse tipo segundo
o parimetro de dificuldade unidimensional. A ordenacgiio alternar-se-ia
dependendo de quéo intensas fossem as habilidades verbal ou matemética
da amostra de individuos.

Na Teoria da Resposta ao Item unidimensional o pard@metro de
dificuldade b representa a habilidade necessaria para uma probabilidade de
acerto ao item igual a (1 + ¢)/2, no modelo de 3 pardmetros e, obviamente,
1/2 no moedelo de 2 parAmetros. O pardmetro b é indicado pelo ponto na
escala @ onde a inclinacio da curva caracteristica do item é méxima, Esse
ponto coincide com o ponto de inflexdo da curva.

No caso multidimensional, o parimetro d; estd relacionado a
dificuldade do item. No entanto, o valor desse parimetro ndo pode ser
interpretado da mesma forma como no modelo unidimensional
correspondente (modelo logistico de 3 parAmetros). O pardmetro d;
corresponde ao termo -ab; no modelo unidimensional (veja Equacéo 1.1).
Um valor que é equivalente em interpretagdo ao pardmetro de dificuldade
unidimensional, b;, ¢ dado por

DIFICM, = —%i__
DISCM,
DIFICM; indica a distAncia da origem do espago © ao ponto de maior
inclinagio na direcio de méxima inclinagio (Reckase, 1985). Esse é um
significado anélogo ao pardmetro b; do modelo unidimensional.

Pardmetro de Acerto Casual

O parémetro de acerto casual, ¢, tem o mesmo significado dado no
modelo logistico unidimensional de 3 pardmetros. O valor desse parametro
indica a probabilidade de resposta correta ao item por individuos com
baixa habilidade em todas as dimensdes.

Escala de Habilidades

De forma andloga ao caso unidimensional, faz-se necessédrio
estabelecer uma métrica na qual serdo interpretados os pardmetros do
modelo. Neste trabalho, considera-se que as dimensdes do vetor habilidade
sdo ortogonais e que para cada uma delas o valor médio das respectivas
habilidades é igual a 0 e o desvio-padrio é igual a 1. No caso
multidimensional também ndo faz diferenca alguma quais valores sdo
estabelecidos para as medidas de posigdo e dispersdo da habilidade; o
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importante sdo as relagbes de ordem existentes entre seus pontos. Os
pardmetros multidimensionais de dificuldade e de (DIFICM) discriminagio
(DISCM) também estdo na métrica (0;1), ou seja, possuem média 0 e desvio-
padrédo 1.

Os valores de DIFICM e DISCM séo interpretados da mesma forma
que os respectivos parfmetros no caso unidimensional. Dessa forma,
esperam-se valores entre 0 e 3,0 para DISCM e valores entre -3,0 e 3,0 para
DIFICM. O pardmetro de acerto casual depende sempre do nimero de
alternativas de resposta para o item. Por exemplo, para um item com 5
alternativas, valores plausiveis estariam no intervalo (0,1;,03),
independente da escala utilizada: logfstica ou normal Os modelos
multidimensionais Compensatério e Ogiva Normal (Subsecio 3.2.4)
apresentam a mesma equivaléncia encontrada nos respectivos modelos
unidimensionais, ou seja, para D=1,702 e 0 mesmo vetor de pardmetros os
dois modelos fornecem resultados bem préximos.

Suposigoes do Modelo

O modelo descrito acima pressupte que a dimensionalidade do
espacoc O estd adequadamente especificada. Isso nos garante a
independéncia condicional. Como introduzido na Segéo 1, a independéncia
condicional é fundamental no processo de estimagdo dos par@metros do
modelo, Outras suposigdes sdo: (a) o tempo para a resolugdo do teste é
suficiente para que todos os itens possam ser respondidos por todos os
individuos e (b) a ordem em que os itens sdo apresentados aos individuos
nao interfere no desempenho dos mesmos.

322 Modelo Compensatétrio sem Acerto Casual - MC2
Quando nédo é possivel, ou coerente, considerar a possibilidade de
acerto casual ao item, o parAmetro ¢ torna-se igual a zero e tem-se o
chamado Modelo Compensat6rio sem Acerto Casual - MC2, dado por

1
1+ FJ-'PP{ﬂﬂ::FJ vdp)]

Axy =1]0;)=

Um exemplo seria o caso de testes com itens abertos corrigidos
como certo ou errado. Os pardmetros deste modelo foram definidos na
subsecio anterior,
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3.23 Modelos Nao-Compensatorios

O modelo nao-compensatério (com acerto casual) foi desenvolvido
por Sympson (1978) e é citado em Ackerman (1996). Neste modelo hd um
parmetro relacionado & discriminagio e outro a dificuldade para cada
uma das dimensbes. Como os termos no modelo sdo multiplicativos, a
probabilidade condicional de resposta correta é limitada pela menor das
probabilidades obtidas nas m dimensdes do espaco 0. O modelo é dado por

n_ exp[Da, (6, +by)l

P(X; =1|ej)=ci +(1 —c,)H

e 1 +exp[Day 0, + b1

onde b, i =1, 2, ..,pe k=1, 2, ..., m, é o pardmetro relacionado & dificuldade
do item i na dimensdo k.

A denominacio ndo-compensatério se deve ao fato de que um nivel
de habilidade alto em uma dimensio ndo compensa um nfvel baixo em
outra dimens&o. Ackerman (1996) propde comparagtes entre este modelo e
o modelo compensatorio (Equacio 3.1) e cita Ackerman (1989), Lim (1993) e
Hsu (1995) como referéncias para a estimagéio dos pardmetros dos modelos
nio-compensatérios e  compensatérios. Entretanto,  programas
computacionais ainda nio estdo disponiveis para este modelo, o que torna
sua utilizacio restrita. Neste trabalho, esses modelos nio serdo vistos com
maiores detalhes. O modelo ndo-compensatério sem acerto casual é obtido
fazendo ;= 0.

3.24 Modelos Ogiva-Normal Multidimensionais
O modelo ogiva-normal multidimensional com acerto casual - MN3
é dado por

Pxy=0j)=c; +(1 ~=i}.[i(ﬁl} - eur%dr, (3.2

oz

onde Zi(@) = anby + a0 + ... + Ambui + di. As definigbes dos parémetros
desse modelo foram dadas na Subsecio 3.2.1. A relagiio entre este modelo e
o modelo compensatério com acerto casual é a mesma dos respectivos
modelos unidimensionais, ou seja, fazendo D=1,702, com o mesmo
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conjunto de pardmetros, os dois modelos fornecem resultados bem
proximos.

Note que a Equacdio 3.2 possui a mesma forma da Equagéio 2.7, A
relagdo entre andlise fatorial e teoria da resposta ao item é tema j& discutido
e apresentado por alguns pesquisadores. O modelo ogiva-normal estd
implementado nos dois programas mais utilizados na modelagem de itens
multidimensionais: NOHARM (Fraser & McDonald, 1988) e TESTFACT
(Wilson, Wood & Gibbons, 1998). Estes programas siio comumente
empregados para estimagfo de pardmetros de modelos multidimensionais.

Sem a possibilidade de acerto casual ao item, faz-se o0 pardmetro ¢
igual a zero e tem-se 0 chamado modelo ogiva-normal multidimensional
sem acerto casual - MN2, dado por

P(xy =0 ;)= ff 2 J%;%d:.

4. Aplicacio a Dados Reais

4.1. Introdugio

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) introduziu um novo
conceito de avaliacdo educacional no Brasil. Diferentemente de avaliacGes
disciplinares como, por exemplo, o Sistema Nacional de Avaliaciio do
Ensino Basico (SAEB) e o VESTIBULAR, onde cada conhecimento é medido
em testes individuais, o ENEM é um exame interdisciplinar, onde os vérios
conhecimentos associados aos contetdos do ensino fundamental e médio
sdo avaliados de uma s6 vez por um tnico teste. O grande diferencial do
exame pode ser atribuido aos itens que o compdem. Cada um deles &
elaborado de modo a avaliar até 5 competéncias, mesclando os
conhecimentos de diferentes disciplinas,

As andlises tradicionais de itens tornaram-se, em alguns casos,
obsoletas com o surgimento e desenvolvimento da Teoria da Resposta ao
Item (TRI). Entretanto, a aplicagdo dessa teoria estava restrita aos modelos
unidimensionais. A grande importincia do ENEM no contexto nacional
motivou o estudo dos modelos multidimensionais da TR

O ENEM caracteriza-se como o exame do perfil de saida da
escolaridade bésica e tem como um dos principais objetivos fornecer ao
participante subsidios para a sua auto-avaliacdo (INEP, 1999; INEP 2000).
Entretanto, com o aumento do nimero de instituicdes de ensino superior
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que vém aderindo A utilizacio dos resultados do exame como parte de
processos seletivos, o ndamero de participantes tem aumentado
significativamente,

Este se¢o apresenta a andlise da dimensionalidade e a modelagem
dos dados do Exame Nacional de Ensino Médio do ano de 1999 (ENEM-
99). A verificagdo da dimensionalidade foi feita através da Andlise Fatorial
de Informagfio Plena introduzida no Secdo 2. Na modelagem dos dados foi
adotado o modelo compensatério com acerto casual (MC3) apresentado na
Subsegdo 3.2.1.

4.2 Caracteristicas do ENEM

O Exame Nacional do Ensino Médio é aplicado desde 1998 em todo
territ6rio nacional. E constituido de um teste tinico contendo 63 itens de
miltipla escolha e uma proposta para redagdio. Os itens objetivos e a
redacdio destinam-se a avaliar as competéncias desenvolvidas pelos
participantes ao longo da escolaridade bésica.

O exame tem cardter voluntario e dele podem participar, mediante
inscri¢éo, os concluintes do ensino médio, no ano de realizacdo do exame, e
também os que ja o conclufram em anos anteriores, em qualquer de suas
modalidades.

O ENEM é estruturado por uma matriz de competéncias que define
claramente os pressupostos do exame e delineia suas caracteristicas
operacionais. O modelo da matriz contempla a indicacio das competéncias
gerais proprias do aluno, na fase de desenvolvimento cognitivo
correspondente ao término da escolaridade bésica, associadas aos
contetidos do ensino fundamental e médio.

De forma resumida, as cinco competéncias tratadas pelo ENEM
sdo:

L. Dominar linguagens;

II. Compreender fendmenos;

III. Enfrentar situagdes-problema;

IV. Construir argumentagéo;

V. Elaborar propostas.

4.3 Dados do ENEM

O ENEM ¢ aplicado anualmente em todo territério nacional a
voluntdrios que conclufram ou estio em fase de conclusdo do ensino
médio. A parte objetiva do exame é composta de 63 itens. A ordem dos
itens ef/ou as opgbes de resposta correta sdo alteradas com o intuito de
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formar 4 testes “diferentes” cada um contendo os mesmos 63 itens. Esses
testes sdo identificados pelas cores amarela, branca, rosa e verde, ¢ a cada
um deles corresponde aproximadamente 25,0% do total de inscritos, A
distribuiciio dos testes segue uma seqliéncia alternada de cores de modo
que todos eles estdio presentes em todas as localidades de realizacio do
EXaAIme.
O niimero de inscritos no ano de 1999 foi de 315.960 alunos em todo
o Brasil. A distribuiciio para cada um dos 4 testes foi a seguinte: 80.251 para
a cor amarela, 79.194 para a cor branca, 78.803 para a cor rosa e 77.712 para
a cor verde.

Nesse trabalho serdo utilizados os dados referentes & parte objetiva
do teste de cor amarela (teste amarelo). Como a distribuicio dos testes
segundo as cores & bem heterogénea em cada uma das localidades de
aplicagdo do exame, tem-se uma amostra representativa da populacdo e de
tamanho significativo para a estimagio dos parfmetros necessdrios &
determinac@o da dimensionalidade dos dados e também para a estimagio
dos par@metros dos itens. Para a estimagdio das habilidades dos
participantes dispde-se inicialmente de 63 itens, que & um namero
adequado - a literatura sugere um valor maior que 30.

4.4 Dimensionalidade do ENEM

O estudo da dimensionalidade do ENEM-99 foi precedido por uma
andlise preliminar dos 63 itens que o compdem. Estatisticas descritivas e
algumas medidas da teoria cldssica foram obtidas. Os resultados
envolvendo o item 45 nos levaram a questionar sua utilizagdo no estudo.
Este item apresentou correlagio bisserial negativa - a saber corn= - 0,117.
Isto significa que dos individuos que o responderam corretamente a maior
parte foi do grupo de individuos de pior desempenho no exame. é provével
- isto merece um estudo por especialistas em itens - que a formulagio do
item tenha induzido os candidatos a nio optar pela alternativa correta.
Além da correlacdo bisserial, todas as correlagbes tetracéricas envolvendo
este item apresentaram valores negativos, Isto poderia comprometer as
estimativas dos parimetros necessdrios para a determinacio da
dimensionalidade. Estes resultados levaram a exclusdo do item 45 do
estudo. Foram excluidos também 41 individuos que entregaram o exame
sem responder nenhum item. Dessa forma, a base de dados do ENEM
utilizada neste trabalho serd composta por uma matriz de respostas
referente a 62 itens e 80,210 individuos.

Continuando a andlise descritiva, foram obtidos os percentuais de
resposta para cada item. O objetivo foi verificar a nfio-resposta aos tltimos
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itens do exame. Um percentual grande - considera-se grande qualquer
valor acima de 20,0% - poderia indicar que o tempo especificado para a
realizagdo do teste foi insuficiente, Nos dados analisados o menor
percentual de respostas a um item foi de 994%, o que sugere néo ter
ocorride problema gquanto ao controle de tempo no exame. Os passos
seguintes referem-se propriamente & verificacdo da dimensionalidade.

Procedimentos

Na andlise da dimensionalidade dos itens o primeiro passo foi a
organizagfio do banco de dados. O programa Statistical Package for the Social
Sciences - SPSS, verséo 10.0, foi utilizado para esse fim. Com ele procedeu-
se & formataciio da base de dados de forma conveniente & utilizagio dos
programas BILOG 3 (Mislevy & Bock, 1990) e TESTFACT, versédo 2.0.

O segundo passo foi a utilizagio do programa TESTFACT para
determinar a dimensionalidade dos dados. Este programa tem como base
tedrica os artigos de Bock & Aitkin (1981) e Dempster, Laird & Rubin
(1977). O TESTFACT vem sendo utilizado, principalmente, na verificacio
da dimensionalidade de testes. Nele se encontram implementadas a anélise
fatorial através da matriz de correlagdes tetracoricas e a andlise fatorial de
informagdo plena. O programa fornece ainda estatisticas descritivas dos
itens e algumas medidas utilizadas na teoria classica. O TESTFACT permite
o uso de modelos com pardmetro de acerto casual, mas ndo possibilita a
estimacdio destes pardmetros; exige a entrada destes j& estimados. Utilizou-
se, entdo, o programa BILOG 3 para este fim. O BILOG 3 é um programa
computacional especifico para andlise de itens dicotbmicos ou
dicotomizados via TRL. Neste programa estio implementados os modelos
unidimensionais logistico e ogiva-normal de 1, 2 e 3 pardmetros.

Anélise Fatorial de Informacio Plena - AFIP

A Andlise Fatorial de Informacfio Plena serd utilizada para
determinar a dimensionalidade dos dados do ENEM-99 (teste amarelo), ou
seja, para a determinacio do niimero de fatores necessérios ou adequados
para a explicacio desses dados. Uma grande vantagem da AFIP € a
possibilidade de testar a significAncia estatistica dos fatores adicionados
sucessivamente ac modelo.

Os critérios utilizados para determinar a dimensionalidade séo:

i a diferenca nos valores corrigidos de qui-quadrado (veja

Subsecgio 2.2.3);
ii. a magnitude das cargas fatoriais apés a rotagio VARIMAX.
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Laros et al. (2000) utilizaram um indice de unidimensionalidade
definido como a razéo entre a mudanca corrigida no qui-quadrado e os
seus graus de liberdade. Um indice positivo maior que 2,0 implica que o
modelo de k + 1 fatores se adequa melhor aos dados do que o modelo com
k fatores. Indices positivos menores do que 2,0 indicam que o modelo de k +
1 fatores se ajusta melhor aos dados, mas que esta melhoria ndo é
significativa. fndices negativos indicam que o modelo de k fatores se ajusta
melhor aos dados do que o modelo de k + 1 fatores. Neste trabalho também
seré considerado tal indice - chamaremos indice de dimensionalidade (ID).

O programa TESTFACT utiliza as cargas fatoriais obtidas a partir da
andlise fatorial principal sobre a matriz de correlagbes tetracoricas (Divgi,
1979) como valores iniciais para o algoritmo EM na anélise fatorial de
informagdo plena. Este programa permite solu¢Bes para os principais
problemas encontrados na construgio da matriz de correlagdes tetracéricas.
Essas solugbes dizem respeito a possfveis corregBes antes da aplicaciio da
andlise fatorial. As correcbes sdo as seguintes: (i) correcdo para o acerto
casual; (ii) corregio para respostas omitidas; (iii) corregdo para obter uma
matriz positiva definida e (iv) corregéio para evitar casos Heywood2,

Resultados

Os resultados da anélise para a verificagio da dimensionalidade do
Exame Nacional do Ensino Médio do ano de 1999 sio apresentados na
Tabela 4.1.

A Tabela 4.1 mostra os valores da estatistica qui-quadrado, X2, para
os modelos de 1 a 5 fatores com os respectivos graus de liberdade, gl, as
diferencas dos qui-quadrados, X%, entre um modelo de k fatores e outro de
k + 1 fatores, k = 1,2,3,4, os graus de liberdade para essas diferencas, os
valores corrigidos das diferencas dos qui-quadrados, X2, € 0 indice de
dimensionalidade, ID.

Foram ajustados sucessivamente os modelos de 1 a 5 fatores. Para
cada fator adicionado ao modelo a estatistica X2y foi calculada. Até o
altimo modelo ajustado, modelo de 5 fatores, esta estatistica apresentou
significincia, ou seja, houve melhoria no ajuste do modelo aos dados.

? Na andlise fatorial de informagfio plena, esses casos caracterizam-se quando um ou mais
par@metros g aumentam continuamente com o aumento de mimero de ciclos do algoritmo
EM.
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Tabela 4.1 - Yistatisticas para o Namero de Fatares de
Modclp para 0 ENEM - 99

;-l-_I“‘---_;
;“Ilm 3.974.241,78
5-"'|-| __

Observe na Tabela 4.1 que o5 valores de X2 diminuern 4 medida em
que si0 acrescentados fatores ac modelo. Consegiientemente, as diferencas
corrigidas também diminuem, variando de forma decrescente de 4.765,01 a
91688. A menor destas diferengas corresponde 2 diferenca entre os valores
de £?dos modeles de 4 e 5 fatores dividida por 3 {veja Subseqdo 2.2.3: Tests
de Ajuste do Modelo).

begunde o indice de dimensionalidade, 112, também calculado para
cada fator adiciconado ao modelo, a concusdo é a mesma. s indices
deczrescemn de 78,11 (valor referente ans modelos de 1 e 2 fatores) até 15,61
(valor referente aos modelos de 4 e B fatores). Este dltimo valor ainda ests
Tem adma de valor critico 2,0 citado na secdo antedor, indicando a
significAincia de modele de 3 fatores.

Q) segundo critério utilizado foi a andlise das cargas fatoriais. Estas
cargas sdc apreseniadas no Apéndice. As cargas fatoriais possibilitam
informar o quanto da varifincia de cada varitvel fiten) & explicada por cada
fator ¢ ambém guais itens se relacionam a cada fator - quanto maior a
carga fatorial melhor ¢ a relagio entre jtern ¢ fator. Neste trabalho
considera-se que cargas fatoriads inferiores a 0,20 ndo contribuem para a
mensuracdo dos respectivos fatores. Analisando as cargas fatoriais (apés
rotagho VARIMAX), para cada um dos 3 primeiros fatores, nota-se que a
grande maioria delas apresenta valores expressivos. Isto indica que quase
todos os itens estiio relacionadas a pelo menos um dos trés fatores. Por
exemnplo, os itenw I3, 14 e I3 petiio bem relacionados aos fatores 1, 2 e 3. Jd os
itens 121 e I27 e relacionam meThor aos fatores 7 e 3. Para a mensuragéc do
quarte fator contribuemn quase 50% dos itens. Ao quinto fator estdo
relaciomados apenas os itens [2, 128, 129, 36 e 43,

Um critério complementar para a decisio do mimero de fatores no
modelo seré o percentual de explicagdo da variancia das varidveds {itens)
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devida a cada fator. A Tabela 4.2 mostra esses percentuais. O valor
acumulado até o quinto fator foi de 4533%. No caso dos fatores néo
rotacionados, o primeiro fator é responsdvel por 39,85% e os demais fatores
contribuem com percentuais inferiores a 2,06%. Sob essa andlise poder-se-ia
sugerir a utilizagio de um modelo de 1 fator (modelo unidimensional).
Entretanto, a propria estrutura do exame sugere um modelo
multidimensional. Objetivando uma melhor interpretagéo, os fatores foram
submetidos a rotacio VARIMAX. Com a rotago, os trés primeiros fatores
passaram a apresentar percentuais muito préximos. O percentual
acumulado dos trés primeiros foi de 38,54%. O quarto fator contribuiu com
5,55% e o quinto fator com 1,24%. Estes resultados retratam coerentemente
os resultados obtidos anteriormente pela andlise das cargas fatoriais.

Tabela 4.2 -~ Percentual da Varidncia Explicada por cada Fator do Modelo

IIIEEI 1,54 .[-E I-!ﬂ

A decisio final sobre o nimero de fatores do modelo, isto &, a
dimensionalidade do referido instrumento de avaliacio (ENEM), deve,
entretanto, ser tomada em conjunto com os especialistas que o construfram.

45  Anilise dos Itens do ENEM

Nesta seciio é apresentado o resultado da estimagfo dos paré@metros
dos itens do ENEM-99. O modelo adotado foi o MC3 (veja Subsecéo 3.2.1).
Os itens s@io caracterizados pelos par@metros de acerto casual (c),
discriminacio (DISCM) e dificuldade (DIFICM). No apéndice estes 3
pardmetros sdo apresentados para cada um dos 62 itens do exame. Os
resultados estdo representados graficamente na Figura 4.1.

Com excegéio do item 14, com pardmetro de discriminacio igual a
3,84, todos os demais itens apresentaram discriminagfio no intervalo
esperado de 0 a 3,00. Para o pardmetro de dificuldade DIFICM, todos os
itens apresentaram valores no intervalo -3,00 a 3,00, mais precisamente
entre -1,48 e 2,48, Na Figura 4.1 vé-se claramente que os itens estiio bem
distribuidos segundo esses dois parimetros.
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Figura 4.1 - Representagio grifica dos parimetros DIFICM e DISCM

para os 62 itens do ENEM - 99
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Os pardmetros ¢, d e a's do modelo MC3 também estdo presentes no
Apéndice. Estes resultados permitem identificar, por exemplo, quais itens
sdo compardveis segundo seus pardmetros de dificuldade. Diferentemente
do caso unidimensional, nem sempre a comparagio é possivel ou adequada
(veja Seqdo 3). Para exemplificar, considere dois grupos de itens. O
primeiro deles formado pelos itens I1 e IB e 0 segundo composto pelos itens
128 e I29. Anmalisando os valores dos parimetros do modelo
(especificamente os parimetros a's) é razodvel comparar as dificuldades
para os itens Il e I8. As dificuldades para os itens I28 e 129 também sdo
comparéveis. Entretanto, as dificuldades entre itens de grupos diferentes
ndo sdo compardveis, pois os grupos ndo estio medindo as mesmas
habilidades (fatores). Os itens [28 e I29 estiio relacionados aos fatores 1, 2, 3
e 5, enquanto os itens I1 e I8 estdio relacionados apenas aos fatores 1 e 2.
Com esta andlise & possfvel estruturar testes que possam medir
combinacdes de habilidades em vérios niveis de dificuldade.

5.  Comentérios e Sugesttes Finais

A aplicagdo e o desenvolvimento da Teoria da Resposta ao Item
(TRI) em muito dependem da disponibilizagio de programas
computacionais que possam facilitar ou viabilizar sua utilizacio. Na
Buropa e nos Estados Unidos, a TRI é uma ferramenta comumente
utilizada em diversas dreas profissionais, entre elas a Educacional. No
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Brasil, a TRI é bem recente. Sua primeira aplicagio foi na andlise do Sistema
Nacional de Avaliagio Bésica (SAEB), em 1995, Desde entdo, os 6rgdos
governamentais, através do Ministério da Educagio (MEC), vém
valorizando e incentivando o uso dessa teoria nas avaliagdes educacionais
brasileiras. Entre outras avaliagbes podemos citar o Sistema de Avaliacio
de Rendimento Escolar do Estado de Sao Paulo (SARESP) e a Avaliacio das
Escolas Piiblicas do Estado do Rio Grande do Norte.

Este trabalho é pioneiro na utilizacio da TRI multidimensional no
Brasil. Este estudo inicial possibilitou avaliar sob este novo enfoque o
Exame Nacional do Ensino Médio caracterizado como um exame
interdisciplinar e que por isto sugeria a utilizacio de modelos onde a
habilidade fosse expressa por mais de uma dimensdo. Até entdo, as
aplicagfes se restringiam as avaliagdes unidimensionais.

Relativamente a outras 4&reas da psicometria, a TRI
multidimensional ainda estd na sua “infdncia”. Véarios problemas precisam
ser solucionados e metodologias ainda precisam ser desenvolvidas para
ajudar na soluciio desses problemas. Contudo, os estudos tém ratificado
que o relacionamento entre itens e individuos é bem mais complexo que o
suposto nos procedimentos psicométricos usuais.

Entre as lacunas a serem preenchidas podemos citar, por exemplo, a
questdo do efeito sobre o escore total quando da inclusdo de itens medindo
miiltiplas dimensdes no teste (Reckase, 1989). Alguns trabalhos foram feitos
no sentido de compreender melhor esta questdio, mas esta pesquisa ainda
estd no seu inicio, Qutro ponto pouco explorado diz respeito & equalizagdo
utilizando modelos multidimensionais. Esta € uma é4rea de grande
necessidade de pesquisa porque muitos dos testes educacionais utilizados,
provavelmente, avaliam a habilidade em mais de uma dimensio e o
estabelecimento de uma métrica comum no sentido de comparar os
resultados desses testes ainda ndo estd definida.

Neste  trabalho  apresentamos alguns dos  modelos
multidimensionais citados na literatura. Outros modelos estio presentes
em algumas referéncias citadas, por exemplo, Linden et al. (1997). H4
vérios outros modelos ainda pouco explorados, como, por exemplo, a
versdo multidimensional para modelos de respostas a itens politdmicos, os
modelos multidimensionais longitudinais e os modelos multidimensionais
multivariados. Tavares (2001) e Matos (2001) desenvolveram,
respectivamente, modelos longitudinais e modelos multivariados

Qutra drea que necessita de pesquisas adicionais é a de estimagio
dos pardmetros dos modelos multidimensionais. Embora bons programas
existam (por exemplo, TESTFACT e NOHAM), pouco é conhecido sobre o
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namero de itens e/ou de respondentes necessérios para a especificagéo
adequada da dimensdo do espago latente. Perguntas como: (i) Qual é o
relacionamento entre tamanho da amostra, a heterogeneidade da
populacio de individuos e o nimero de dimensdes que pode ser
identificada? e (ii) O que significa dizer que duas dimensdes sdo altamente
correlacionadas mas distintas? ainda necessitam de estudos para que sejam
respondidas. Sem divida, essa é uma 4rea rica para futuras pesquisas.

A aplicagdo feita neste trabalho considerou apenas os resultados de
um dos 4 testes do Exame Nacional do Ensino Médio. Como a “diferenca”
nos testes estd na ordem de apresentagéio dos itens e/ ou das alternativas de
respostas, uma questio importante seria avaliar se haveria mudancas
significativas nos resultados obtidos para a anélise da dimensionalidade
dependendo do teste utilizado.

Outro ponto que necessita de pesquisas adicionais refere-se ao
estabelecimento de critérios para a qualidade do item multidimensional.
No caso unidimensional, um exemplo de item de ma qualidade é aquele
com pardmetro de discriminag@o negativo ou com valor positivo baixo.
Para o caso multidimensional, as aplicagbes estio no inicio e um estudo
detalhado faz-se necessério.

Por fim, gostariamos de ressaltar que a aplicaciio apropriada dessa
teoria exige fundamentalmente a integracdo de especialistas das dreas de
estatistica e educacio.
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Apéndice

Este Apéndice apresenta as cargas fatoriais, antes e apés a rotagio
VARIMAX, fornecidas pelo programa TESTFACT. Os valores para os
parametros ¢, d, a’s, DIFICM e DISCM para cada um dos itens, segundo o

modelo MC3, séo apresentados em seguida.
Resultados do programa TESTFACT: cargas fatoriais nio rotacionadas
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Resultados do programa TESTFACT: cargas fatoriais ap6s rotagio

P

i
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variéncia explicada pelo m-ésimo fator, m=1, 2, 3,4 e 5, e A denota a carga
fatorial para o i-ésimo item, i=1, 2, ..., n (1=62), no fator m.
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Yarémetros dos ftens segundo o modelo MC3
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