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RESUMO

A nota responde as criticas do professor Rodolfo Hoffmann sobre o uso da divergéncia
Kullback-Leibler (KL) para medir desigualdades educacionais. Mostra-se que o método
de densidades relativas é mais geral que a medida de divergéncia em questdo. Os
exemplos de Hoffmann sao questionados por usarem de comparagoes de distribuicoes
uniformes e por ndo considerar o método de construcido de Teoria da Resposta ao Item
(TRI). Argumenta-se que uma boa referéncia para a escala de proficiéncia representa
uma meta educacional desejada. Prova-se matematicamente, no Apéndice, que o indice
de Theil-T é, na verdade, um caso especial da divergéncia KL. Isso demonstra que a KL
ndo é uma medida inadequada, mas uma ferramenta mais geral e flexivel para analisar
desigualdades educacionais.
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EL INDICE THEIL-T Y LA DIVERGENCIA KL: UNA NOTA
COMPLEMENTARIA AL PROF. R. HOFFMANN

RESUMEN

Lanotaresponde ala critica del profesor Rodolfo Hoffmann sobre el uso de la divergencia
Kullback-Leibler (KL) para medir las desigualdades educativas. Se muestra que el método
de densidades relativas es mas general que la medida de divergencia en cuestidon. Los
ejemplos de Hoffmann son cuestionados porque utilizan distribuciones uniformes para
la comparacién y por no considerar el método de construccién de la Teoria de 1a Respuesta
al ftem (TRI). Se argumenta que una buena referencia para la escala de aprendizaje
representa un objetivo educativo deseado. Esta demostrado matematicamente, en el
Apéndice, que el indice Theil-T es en realidad un caso especial de la divergencia KL. Esto
demuestra que el KL no es una medida inadecuada, sino una herramienta més general y
flexible para analizar las desigualdades educativas.

PALABRAS CLAVE INDICADORES EDUCATIVOS « DESIGUALDADES EDUCATIVAS -
EVALUACION DE LA EDUCACION « EVALUACION DEL APRENDIZAJE.

THE THEIL-T INDEX AND THE KL DIVERGENCE: A
SUPPLEMENTARY REPLY TO PROF. R. HOFFMANN

ABSTRACT

The note responds to Professor R. Hoffmann’s criticism of the use of the Kullback-Leibler
(KL) divergence to measure educational inequalities. It is shown that the method of
relative densities is more general than the measure of divergence in question. Hoffmann’s
examples are questioned because they use uniform distributions for comparison and for
not considering the Item Response Theory (IRT) construction method. It is argued that
a good reference for the proficiency scale represents a desired educational goal. It is
proven mathematically, in the Appendix, that the Theil-T index is actually a special case
of the KL divergence. This demonstrates that KL is not an inadequate measure, but rather
a more general and flexible tool for analyzing educational inequalities.

KEYWORDS EDUCATIONAL INDICATORS « EDUCATIONAL INEQUALITIES -
EDUCATIONAL EVALUATION * LEARNING ASSESSMENT.
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INTRODUCAO

Recentemente, o distinto professor Rodolfo Hoffmann publicou neste periédico o
artigo “Sobre como medir diferencas de resultados no ensino” (Hoffmann, 2025). O
teor do comunicado é critico a uma sequéncia de trabalhos liderados pelo professor
José Francisco (Chico) Soares, da Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG),
que ha anos vem trabalhando no tema de medicao das desigualdades de aprendiza-
dos de alunos do ensino bésico brasileiro. Em resumo, o professor Hoffmann afirma
que as medidas utilizadas nao podem ser aplicadas, oferece contraexemplos e enu-
mera algumas medidas que acredita serem melhores para o proposito.

Eu participei de um dos artigos mencionados na critica, Soares e Delgado
(2016), bem como de diversos outros trabalhos direta ou indiretamente relacionados.
Nao participei, entretanto, do artigo analisado em maior detalhe por Hoffmann:
“Desigualdades educacionais no Brasil contemporaneo: Definicdo, medida e resul-
tados”, de Ernica et al. (2025).! Apesar de ndo ter participado como autor desse texto
principal, creio que também me cabe o direito de resposta, dado que estive (e ainda
estou) bastante envolvido com os desdobramentos da medida Kullback-Leibler (KL)
adotada e dado que a “Medida das desigualdades de aprendizado entre estudantes
de ensino fundamental”, de Soares e Delgado (2016), foi artigo também mencionado
na critica.

Insta ressaltar que o teor desta nota é inteiramente advindo da minha inter-
pretacdo e leitura do interessante artigo critico de Hoffmann, isentando, portanto,
os demais autores citados e envolvidos em outras partes das pesquisas. Sem duvida,
também sdo inteiramente meus os erros e omissoes em que porventura eu possa
ainda estar incorrendo e que ainda remanescam. Assumo essa responsabilidade.
Nao obstante ndo me furtarei também a apontar partes em que ndo concordo com
os meus estimados colegas autores. Contudo penso que minhas divergéncias com
estes sdo menores diante da defesa do propdsito maior da pesquisa.

Considero esta nota “complementar”, pois a resposta mais importante ja foi
encaminhada pelos autores Soares e Ernica (2025). Resposta que conceitualmente
julgo bastante pertinente. Aproveitarei, entdo, neste texto, para ter a liberdade de
entrar em assuntos mais técnicos apontados por Hoffmann, mas que sdo igualmente
importantes para elucidar mais aspectos da literatura abordada. Dividi esta nota em
aspectos de concordancia com a critica, pontos de dissenso e as conclusdes, apon-
tando um resultado matematico que penso estar correto mostrando que a divergén-
cia KL, quando se utiliza de uma referéncia estritamente igualitaria na dimensao
da fracao da renda, é exatamente o indice T de Theil - essa formulagao matematica

1  Versdes iniciais desse artigo ja estavam disponiveis desde 2019. Tomarei como referéncia
principalmente esse texto de Ernica et al. (2025), o mais recente. Hoffmann (2025) utiliza uma versdo
preprint de 2023; corrigi as paginas para a versdo mais recente quando necessario.
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esta no Apéndice. Questoes sobre a teoria da informacao e de entendimentos do uso
desses indices e indicadores na educacao sao apontadas ao longo do texto.

ASPECTOS DE CONCORDANCIA COM A CRITICA

E possivel fazer a distincio entre argumentos tedricos e prdticos das “medidas usuais
de desigualdade”, tais como Gini (G) e Theil (T). Ernica et al. (2025, pp. 19-20) men-
cionam trés pressupostos que tais indices assumem. Refraseando o argumento des-
ses autores de maneira sucinta:

i. adistribuicao de referéncia é a igualdade de todos os rendimentos (isto €, a
redundéncia dos n habitantes com rendimentos iguais a média, p);?

ii. osomatério dos rendimentos esta fixo: (£"x, = n);?

iii. o principio de que “pode haver transferéncia de quantidades de renda de um
individuo para outro, diminuindo a renda dos que concentram mais para au-
mentar a dos que concentram menos, de modo a se produzir situacdoes menos
desiguais”.*

Prof. Hoffmann (2025, p. 4) argumenta que nenhum desses trés pressupostos
invalidaria o uso dos “consagrados” indices de Gini, Theil e outras medidas relacio-
nadas, tanto no caso da renda quanto no caso das diferencas de resultado do ensi-
no, o que faz o autor se contrapor a afirmacgdo de Ernica et al. (2025, p. 20) de que
“esses pressupostos, contudo, ndo podem ser assumidos para a realidade educacio-
nal”. Primeiro, Hoffmann mostra que os estudos de desigualdade se concentram na
evolucdo dos indices G e T, e ndo no referencial de G, T = 0, sendo que isso nao deve
atuar como critica contundente as medidas de desigualdade.

Segundo, sobre o somatdrio de rendimentos fixos, o professor argumenta
que isso nao se aplica aos estudos empiricos de desigualdade de renda, pois “é
6bvio que isso nao ocorre quando comparamos a desigualdade de distribuicdo de
renda no Brasil em 2001 e 2015” (Hoffmann, 2025, p. 4).

No terceiro argumento, o professor afirma que a maioria das mudancas de
distribuicoes de renda captadas por G e T (seja para aumentos ou diminui¢des) ndo
ocorre por transferéncias monetarias, mas sim pela dinamica de crescimento da

2  Isso pode ser traduzido para outras unidades amostrais, tais como uma familia ou domicilio. Sobre
isso, ver Atkinson (2015).

3 Ox, éovalordorendimento para cada individuo (ou unidade domiciliar) i, n é o tamanho da populagdo
e p, amédia. Ndo se propds usar o indice de Theil para um x, sendo a proficiéncia na educagéo por
motivos que serdo explicitados na proxima sec¢éo.

4 Trata-se de uma versdo de transferéncias progressivas e mais geral do principio de Pigou-Dalton.
Hoffmann et al. (2019, p. 52) enunciam esse principio da seguinte maneira: "A condic¢do de
Pigou-Dalton . .. estabelece que as medidas de desigualdade devem ter seus valores aumentados
quando sdo feitas transferéncias regressivas de renda”.
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renda entre os diferentes estratos da populagao. Isto é, se a renda do grupo dos in-
dividuos mais pobres crescer mais rapido do que a renda dos individuos mais ricos,
G diminuird. Hoffmann pensa que essa dinamica dos grupos pode ser transferida
para a educacdo, sendo que a necessidade fisica da transferéncia (que é mesmo im-
possivel para o caso educacional) ndo invalida o uso. Entende-se que os grupos que
estdo mais atrasados na aquisicao de aprendizado (medido por testes padronizados)
podem fazer o catching up, e assim a desigualdade de aprendizado, medida tanto por
grupos quanto individualmente, diminuiria.

Os trés contrapontos levantados por Hoffmann (2025) sdo relevantes, pois sao
calcados na pratica consolidada dos indicadores de desigualdades aplicados a ren-
da, que em muitos casos podem ser transpostos para a analise da desigualdade de
aprendizado. Tive a oportunidade de ler a prévia da resposta de Soares e Ernica
(2025), na qual os autores defendem que os pressupostos envolvidos tém implica-
coOes diretas nos direitos fundamentais dos estudantes. Em outras palavras, uma
boa referéncia é mais adequada quando aplicada ao aprendizado educacional, j4 que
é nesse ambito que se pode converter em politicas publicas efetivas. Concordo com
essa interpretacao e tratarei dela novamente na préxima secao.

Além desses pontos, em que se pode ter uma diferenca na veeméncia sobre
o quanto eles influenciam na mais justa interpretagcdo (ou nao) do problema, ha
outros dois pontos menores, embora interessantes, apontados pelo autor (e com os
quais concordo):

1. Nanota de rodapé n. 4, Hoffmann escreve o seguinte:

O fato de a divergéncia de Kullback-Leibler nunca ser negativa é intrinseca ao

seu significado dentro da teoria da informacao. O valor informativo da previ-

sao que transforma a distribuicao Q na distribuicdo P nunca é negativo. Ndo
nos parece vdlido manter o mesmo nome para a medida depois de lhe adicionar um

sinal que pode ser negativo. Além disso, Soares et al. (2018, p. 14) dizem que o

sinal vai depender da posi¢cdo da curva de distribuicdo acumulada relativa

em relacao a linha de 45°, sem mencionar o que fazer se a curva e a linha se
cruzarem. (Hoffmann, 2025, p. 10, grifo nosso).

2. Na pagina 11, é mencionado que, “considerando que escolaridade e notas sao
varidveis ordinais, deveriamos usar a mediana, e nao a média, como medida
de tendéncia central da distribuicao” (Hoffmann, 2025, p. 11, grifo nosso).

Nao poderia concordar mais com essa nota n. 4 de Hoffmann. Como autor
do referido trabalho, apenas me penitencio por ndo conseguir apresentar aos meus
estimados colegas coautores nenhuma outra solugdo que os convencesse a ndo mo-
dificar a medida KL. Sob o risco de ndo cairmos em um ad hoc, creio que acabamos
caindo em outro. Novas interpretagdes ou solu¢des sao bem-vindas; hoje considero
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que tenho algumas e que vao na linha do conjunto de medidas que Hoffmann pro-
pOe apos sua critica — expd-las aqui, no entanto, ocuparia um espago que nao é o
proposito deste texto.

Sobre escolaridades e notas serem variaveis ordinais, bem como a interessan-
te discussao sobre escala razao, penso que, como diz o ditado, o professor Hoffmann
“atirou no que viu e acertou no que nao viu”. Em momento algum nosso critico men-
cionou que a aprendizagem medida pelos escores de proficiéncia advém do método
da Teoria da Resposta ao Item (TRI). O assunto da cardinalidade ou ordinalidade
das unidades de medida tem raizes profundas na teoria econémica (e também em
estatisticas sociais); ndo convém adentrar aqui. Sobre a TRI é importante mencio-
nar Hambleton et al. (1991) e os pesquisadores nacionais Klein (2013), Pasquali e
Primi (2003) e Fletcher (1994). Entretanto o método de construcdo da escala de pro-
ficiéncia é crucial para entender a proposta de Soares e Delgado (2016) e de Ernica
et al. (2025). Sem entender isso, todo o esforco da distribuicdo de referéncia se
torna vazio.

As proficiéncias derivadas de variaveis latentes geram, por construcdo, uma
distribuicdo normal dos alunos, atribuindo a cada estudante um escore que pode
posiciona-lo de forma mais ou menos favoravel, em funcao da randomizac¢do na se-
lecao dos itens da prova. Embora exista certo grau de subjetividade no método de
construgao, os exemplos apresentados por Hoffmann (segoes 2-4) sugerem uma ade-
sdo persistente a Teoria Cldssica dos Testes (TCT) e a légica do julgamento subjetivo
de notas, o que reforga a relevancia da ordinalidade em propdsitos classificatorios.
Porém reforca-se aqui que a TCT tem limitagoes ja ha muito superadas pela TRI.

Por fim, ressalto que, ainda que em tom critico, é digno de reconhecimento o
esforco do professor Hoffmann em analisar de forma abrangente os mais de cinco
artigos relacionados ao tema, sintetizando-os com clareza didética e incorporando
elementos de sua experiéncia e expertise. Para além dos pontos destacados nesta se-
¢do, sua exposicao revela dominio notdvel da teoria da informacao, da divergéncia
de Kullback-Leibler, das implicagdes das medidas propostas e da complexa estatis-
tica envolvida. Trata-se, portanto, de uma contribuicdo que reflete a profundidade
de sua trajetoria académica e intelectual.

PONTOS DE DISSENSO

Ha que se contrapor a contundéncia da critica. Como se pode intuir da se¢do an-
terior, ha uma questao de interpretacao que passou ao largo da avaliacdo de nosso
critico. Nao é preciso recorrer ao “tudo vale a pena . ..”, do poeta Fernando Pessoa,
para mostrar que a frase “ndo vemos nenhuma vantagem em utilizar a divergéncia

de Kullback-Leibler na analise das notas” (Hoffmann, 2025, p. 9) ou o resumo que
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abre a conclusido - “Nossa recomendacio é abandonar totalmente o uso da divergén-
cia de Kullback-Leibler na analise das notas” (p. 18) - sdo recomendagoes demasia-
damente intransigentes.

Neste volume, a resposta de Soares e Ernica (2025) trata de forma enfatica a
parte da interpretacdo da referéncia e de suas consequéncias no direito a igualdade
dos grupos de estudantes. Sendo assim, me aterei a alguns aspectos mais técnicos e
que inclusive servem de titulo a esta nota.

Os diversos contraexemplos fornecidos por Hoffmann (2025) ndo sédo do tipo
que refutam a nossa argumentacdo original. Por dois critérios a serem elucidados:
a) se a referéncia utilizada é uma distribuicdo de densidade uniforme, isso indica
que ndo importa onde a discrepancia ocorre (trabalharemos o exemplo rapidamen-
te adiante); b) é importante trabalhar com algumas questoes pertinentes a medicédo
da proficiéncia, tal como o método TRI, mencionado na se¢do anterior. A referéncia
é importante.

A divergéncia de Kullback e Leibler (1951) surgiu no contexto da teoria da in-
formacao de Shannon. Seguindo a notagao de nosso critico, para duas distribuicGes
de probabilidades, sempre positivas, chamadas de P(x) e Q(x) para uma variavel x,,

que possui grupos i = {1, ..., n}, a divergéncia KL para o caso discreto se torna:

-\ 2o L)
KLP|Q)= ;P(”)] (Q(Iz’)> (1

Essa medida resume, portanto, o quanto uma P é discrepante de Q. Se, para
todos os valores de i, P e Q sdo iguais, teremos KL = 0, que resume que nao ha discre-
pancia entre os dois perfis de probabilidade.

Para contrapor os contraexemplos de Hoffmann, vale ressaltar que a medida
ndo distingue de qual x, advém a divergéncia, no sentido de que nio importa se os
bits da informacdo discrepante (bits no caso de uma KL com log,) advém do primei-
ro, segundo ou n-ésimo individuo i.

Sendo assim, os quatro exemplos de Hoffmann (2025, pp. 8-9) ndo sao mui-
to uteis, realmente, pois as trés primeiras distribui¢des, aqui denominadas P, Q,
e U, sdo comparadas com duas medidas, KL(Q, || P) e KL(U, || P), nas quais P, é
perfeitamente uniforme. Ora, ser uniforme indica que nao importa de onde vem a
discrepancia. Mais adiante, ainda na mesma se¢do, Hoffmann (pp. 9-10) apresentou
as distribuicdes aqui batizadas de P,, Q, e U,, que possuem maior variancia, mas
muitos grupos com a mesma probabilidade para a obtencao de diferentes notas; isso
influencia a comparacao das distribuicdes (ver Tabela 1, adiante).

Adaptei os seis perfis de distribuicdo de Hoffmann (2025) para comparar com
uma funcao de referéncia R que capta o espirito de Soares e Delgado (2016) e de
Ernica et al. (2025). As trés ultimas linhas da Tabela 1 apresentam, respectivamente,
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a divergéncia KL, o indice de Gini e o indice T de Theil. Os zeros foram tratados da
seguinte maneira: 0-log(0) = 0, o que subestima um pouco as desigualdades, mas
torna T empiricamente calculdvel para casos com x, = 0. Nota-se que as probabili-
dades das notas de R sdo crescentes de 0 a 10. Isso denota que a referéncia é uma
construgdo normativa.

TABELA 1

Distribui¢cées de frequéncias ficticias sugeridas por Hoffmann e uma referéncia R proposta
nesta nota

U, P, Q, b h Q,

0 107 0,054 0,091 0,054 0,05 0,05 0,10
1 10¢ 0,054 0,091 0,054 0,05 0,05 0,40
2 104 0,054 0,091 0,054 0,05 0,05 0,10
3 0,001 0,054 0,091 0,454 0,05 0,05 0,05
4 0,005 0,054 0,091 0,054 0,05 0,05 0,05
5 0,010 0,054 0,091 0,054 0,05 0,10 0,05
6 0,020 0,054 0,091 0,054 0,05 0,40 0,05
7 0,050 0,054 0,091 0,054 0,05 0,10 0,05
8 0,150 0,054 0,091 0,054 0,10 0,05 0,05
9 0,300 0,054 0,091 0,054 0,40 0,05 0,05
10 0,464 0,454 0,091 0,054 0,10 0,05 0,05
KL 0,000 2,002 3,669 4,458 1,866 3,061 7,413
G 0,050 0,220 0,270 0,260 0,200 0,170 0,420

0,009 0,165 0,247 0,205 0,143 0,130 0,454

Fonte: Elaboragdo do autor, com base em Hoffmann (2025).

Notas: (1) Adaptado das distribuicdes P, Q e U de Hoffmann (2025, pp. 8-9), tabelas 1 e 2, com distribuicdo
R proposta neste texto para referéncia e as medidas comparativas. Valores discrepantes em negrito para
melhor visualizacgdo.

(2) "Tabela 1" e "Tabela 2", aqui, referem-se as tabelas que constam do artigo de Hoffmann (2025).

O gréfico da Figura 1 mostra a ideia para a obtencdo dos valores da referén-
cia. O ponto é que R apresenta excelente desempenho (média 9,083 e variadncia 2,29),
que é uma média maior e uma variancia menor do que a de todos os exemplos da
secdo 2 de Hoffmann (2025). Ou seja, é uma referéncia positiva para melhoria de
desempenho dos estudantes (Figura 1-a), algo pretendido. Mais ainda, na escala de
proficiéncia TRI do Sistema de Avaliacdo da Educagdo Bésica (Saeb), que ndo é limi-
tada entre um valor inferior e um superior, é possivel verificar valores mais altos
do que os comumente observados - essa ideia é representada conceitualmente pela
linha pontilhada da continuacdo de R no grafico da Figura 1-b, na qual se apresenta
sugestdo de continuidade, que é algo que ocorre na escala Saeb transposta de Soares e
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Delgado (2016); a referéncia é transposta, ainda, para uma escala de valores validos
da escala Saeb. Entretanto, no exemplo de Hoffmann, em que 0 é o valor inferior e
10 o superior, isso ndo é possivel.

Deslocar as densidades para além do valor 10, logicamente, requereria ajuste
nos valores sugeridos no exemplo e uma escala sem limite superior estrito (ou seja,

sem maximo teodrico, (inf, sup) = (-oo,+0), apenas o empirico).

FIGURA 1
Ideia conceitual da distribuicdo de referéncia R

(a) (b)
w v _
o o
< ] < ]
o (=]
@ | @ ] Sugestdo de
@ o @ o d
E E continuidade
@ @ \L”
@ @ \
Q o ] Q o ] \
— - \
o 7] o 7] \
\
Ut m
\k
g - g - L= PR
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 02 46 810 13 16 19 22
Notas Notas

Fonte: Elaboragdo do autor, com base em Hoffmann (2025).

Nota: As distribui¢des P,, U, e U, sdo os exemplos de Hoffmann (2025, pp. 8-9). AreferénciaRéa
construgdo proposta neste texto, e a “sugestdo de continuidade” é para interpretacdo de escalas ndo
limitadas no intervalo 0 a 10.

O esforco do professor J. F. Soares é para obter uma referéncia internacional
e de qualidade para a escala Saeb do ensino brasileiro. Tal proposta surge quase
naturalmente ao se notar a distancia da distribui¢do do Brasil para outros paises de
referéncia no Programme for International Student Assessment (Pisa). Essa ideia é
central no artigo de Soares e Delgado (2016).

A referéncia nao precisa ser apenas aquela sugerida pelos autores do artigo
original. Tal distribuicdo pode, por exemplo, se basear em casos observados, como
o bem documentado caso de Sobral-CE (Cruz & Loureiro, 2020). O risco em que se
incorre ao ancorar a referéncia em uma distribuigdo “empirica” é ndo ter a sugestao
de um potencial de desempenho superior ao realizado. Preocupacdo que se mani-
festa nos trabalhos sobre os niveis do Saeb com o uso das técnicas aqui discutidas.
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Na Figura 2-a, a seguir, apresenta-se a comparacao do desempenho em ma-
tematica no Saeb 2019 do 5° ano entre Brasil e Sobral. Verifica-se que a distribuigdo
de Sobral concentra maior densidade em niveis superiores, o que resulta em uma
funcao g(r) convexa na Figura 2-b. Discrepancias sao mais evidentes na cauda supe-
rior, isto é, entre os alunos de maior rendimento. A medida KL obtida (0,058) aproxi-
ma-se daquela registrada por Soares e Delgado (2016) para o 5° ano em matematica.
Sugestoes acerca de medidas descritivas, sumarios, propriedades de referéncia e

suas respectivas vantagens e limitacdes sdo bem-vindas.

FIGURA 2
Comparativo de desempenho em matematica (Saeb, 52 ano, 2019) entre Brasil e Sobral-CE

(a) Densidades de Sobral-CE e Brasil, Matematica 5° Ano (b) Densidade relativa Sobral-CE/Brasil, 5° Ano Mat
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Fonte: Elaboragdo do autor, com base nos dados da Prova Brasil 2019 (Instituto Nacional de Estudos e
Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira [Inep], 2020).

Note-se que tanto Gini quanto Theil sdo medidas integrais de dispersao,
comparam apenas esse aspecto das distribuicoes. Ja a medida KL capta diferencas
tanto na localidade da distribui¢do quanto na sua dispersdao. Handcock e Morris
(1999, cap. 3) mostram como tais decomposicdes podem ser realizadas. Seja X a dis-
tribuicdo de notas observada, a distribuicdo R pode ser interpretada como o Data
Generating Process (DGP) normativo que se pretende para o sistema educacional
basico brasileiro. Com isso, KL(X || R) se torna o valor de discriminagéo (o esforco
de entropia) para sair do sistema observado X para o sistema ideal R; quanto maior

esse valor, maior o esforgo necessario.
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O uso das divergéncias de Kullback-Leibler e do método mais geral de den-
sidades relativas em variaveis sociais, no Brasil, iniciou-se em trabalhos do Centro
de Desenvolvimento e Planejamento Regional da Universidade Federal de Minas
Gerais (Cedeplar/UFMG), inspirados no artigo de Handcock e Morris (1998) e no li-
vro subsequente (1999). Essa linha de pesquisa gerou dissertacoes, teses e artigos
aplicados a renda e a educacgao.® Meu contato com a técnica ocorreu durante o douto-
rado (2009-2013), quando o professor Soares, entao pesquisando referéncias para an-
coragem do Saeb e atuando em bancas no Cedeplar, sugeriu seu uso, o que resultou
no artigo Soares e Delgado (2016) e em alguns trabalhos prévios, que se iniciaram
em 2010.

Breve comentario sobre as secoes 3 e 4 de Hoffmann

Considero pertinente o esforco de Hoffmann (2025), especialmente nas se-
coOes 3 e 4, ao utilizar dados da Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios (Pnad)
Continua de 2022 (Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica [IBGE], 2023). Tais
dados foram utilizados para mensurar a escolaridade e aplicar a divergéncia KL
a uma distribuicdo de referéncia que o professor julgou adequada ao exercicio.
Contudo, como o vinculo entre escolaridade e educacdo nido constitui preocupacao
central deste trabalho - cujo foco recai sobre a compreensao da desigualdade edu-
cacional, tema de particular relevancia para o Brasil -, limitar-me-ei a comentar
essas secoes de forma breve.

Hoffmann (2025, p. 13) escreve que sua Equacdo 5 “mostra que variacdes na
escolaridade correspondem a variacoes relativas na renda, ou seja, é a dispersao
na escolaridade, e nao a desigualdade da escolaridade, que estd diretamente asso-
ciada a desigualdade na renda”. Apesar de a relacdo minceriana (ver Heckman et al.,
2006) ter sido assumida de antemao na Equacgao 4 (de Hoffmann), ndo questiono nem
contraponho a frase desse paragrafo. O ponto da sequéncia de trabalhos defendidos
é outro: o de que as desigualdades educacionais sao uma questido de direito e atra-
sam a aquisi¢ao educacional de determinados grupos de alunos, o que deixa o Brasil
sempre em atraso no que diz respeito a aquisigao de aprendizado.

Outro ponto que convém ser destacado é que o método de distribuigoes relati-
vas de Ali e Silvey (1966), Cwik e Mielniczuk (1989) e Handcock e Morris (1998, 1999)
¢é mais geral do que a medida sintética de Kullback-Leibler. Tal método vai inclusive
no sentido geral da recomendacdo de Hoffmann, que fala sobre a dificuldade de

5  E dificil acompanhar todos os trabalhos da UFMG que utilizaram a técnica de densidade relativa, mas
recordo a tese de Clarissa G. Rodrigues (2009) (orientada pelo professor Eduardo L. G. Rios-Neto),
cujo paper Rodrigues et al. (2013) é um trabalho relacionado. Antes disso, é possivel citar também a
argumentacdo de Raquel R. de M. Guimarées (cujo trabalho de conclusdo de curso em tema correlato
foi orientado pela professora Ana Hermeto de Oliveira), que aparece em Oliveira e Guimardes (2009).
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encontrar medidas sintéticas (ver Figura Al no Apéndice deste texto). Ali e Silvey
(1966) provam que tal medida é suficiente no sentido estatistico, isto é, carrega toda
a informacao necessaria para a obten¢ao dos parametros descritores de P e Q.

O grafico da distribuicao relativa é elucidativo, em especial, quando as distri-
buicGes estdao proximas, mostrando as possiveis fontes de divergéncia. Shlens (2014)
mostra que a KL é resultado da esperanga da funcao de verossimilhanca de obser-
var P quando o DGP verdadeiro é Q. Outra forma de ver é a interpretacao de que a
medida KL é a média da distribuicao relativa g(r) ponderada por uma das distribui-
¢oes (ver Equacdo A6 no Apéndice).

Observa-se, novamente, que, embora a aquisicao da escolarizacdo, medida
em anos de estudo, seja uma variavel importante para a economia e para o desenvol-
vimento econdmico, ndo é a preocupacao dos trabalhos que medem a desigualdade
de aprendizado por meio das proficiéncias. Na verdade, acredita-se, por demais evi-
déncias da area, que os brasileiros se escolarizam pouco por terem uma aquisicao
educacional de baixo aprendizado.

Além disso, as medidas TRI de variavel latente de aprendizado (tanto a es-
cala Saeb quanto a escala Pisa) possuem distribuicdo normal, e existe um esforco
importante para a comparabilidade de seus valores. Wallmark et al. (2024) tentam
inclusive relacionar as escalas TRI com “escalas de razdo” indicadas por Hoffmann.
E um esforco de fronteira na ciéncia, mas pode render frutos. Outro ponto relevante
é que é possivel ponderar que a variavel renda, medida por unidades monetarias,
é tampouco “escala razdo”, pois sao conhecidas as limitacdes da subjetividade do
valor. No entanto isso ndo impede o uso geral dos indices de Gini, Theil e congé-
neres. A TRI constitui, de fato, uma escala intervalar (Organisation for Economic
Co-operation and Development [OECD], 2023, 2009), embora com suas dificuldades
e questoes inerentes.

Os ultimos anos tém evidenciado como a sociedade brasileira esta preocupa-
da com a desigualdade educacional entre os grupos, conforme assinala o préprio
trabalho de Ernica et al. (2025). Essa desigualdade impacta na aquisi¢cdo educacional
medida por anos de escolaridade, mas em primeiro momento é preciso compre-
endé-la nos pormenores, por conta das consequéncias desse conhecimento para a
politica ptblica educacional. E isso que Soares e Ernica (2025) advogam, e eu faco

companhia a esses autores.

CONCLUSOES

A recomendacdo final de Hoffmann (2025, p. 18) de “abandonar totalmente o uso da
divergéncia de Kullback-Leibler na analise de notas” parece-me evidentemente exa-
gerada. Como argumentado, o método de densidades relativas é mais amplo do que a
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medida sintética da divergéncia KL e esta amplamente referendado pelos diversos
trabalhos académicos mencionados neste texto, além de que a medida KL foi perfei-
tamente justificada pelos autores que dela fizeram uso.

Note-se que o uso de qualquer medida sintetizadora pode, com certeza, ser
questionado. Mais ainda pelo fato de o Prof. Hoffmann acreditar que néo trabalha-
vamos com uma medida de escala razdo. No entanto isso apenas denota o desconhe-
cimento do professor quanto a renomados esforcos dos estudos de TRI para ter uma
medida que permita comparacgao entre paises, aos anos de aplicacao dos surveys e
diferentes estratos sociais dos alunos. Embora exista o questionamento védlido se
as escalas de proficiéncia deixam de ser uma medida ndo ordinal, pois hoje ja se
sabe que sdo influenciadas por diversas variaveis de contexto e nao estao isentas de
problemas, os esfor¢cos de anos de Pisa e do Saeb sao admirdveis e ndo foram con-
testados por inumeros pesquisadores de renome que ja se debrucaram sobre a drea
até o momento.

Notadamente, sao necessarios esforcos para aprofundar o conhecimento so-
bre o uso da divergéncia KL no campo educacional, quando for pertinente. Além
disso, é importante compreender de que forma o método de densidades relativas
pode contribuir, bem como identificar os parametros descritivos que essa técnica
permite obter.

Ainda, como indicam Ernica et al. (2025), a desigualdade relevante entre os
alunos do ensino basico brasileiro se da entre grupos definidos por caracteristicas
sociais descritivas, sendo a desigualdade advinda de condi¢des de nascimento (sexo,
raca ou regido de origem e nivel socioecondémico) e identitarias (género, religido,
crencas e valores), aquelas que requerem maior explicacdo. E sobre essas questdes
que se devem debrucar as medidas de desigualdade de aprendizado da educagao.
Isso, no fundo, envolve conhecer por que determinada aluna ou aluno (no caso in-
dividual), ou grupo social (no caso coletivo), ndo consegue alcancgar os patamares

minimos de aprendizado e com isso vé vetados os seus direitos.
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APENDICE

Apéndice A - Relagdo entre a divergéncia KL e o indice de Theil
Hoffmann et al. (2019, p. 98) relacionam o indice T de Theil com a medida de

informac¢ao de uma mensagem incerta:

I y) = yin 2
i=1 v (A1),

em que y, é a fracdo da renda apropriada para cada grupo i, chamada de a posteriori,
e x, € a informac@o a priori. O n é o numero de individuos da sociedade observada,
advindo de um conjunto de individuos {1,2, ... ,n}. No caso da medida T, a priori é a
fracdo da renda a ser igualmente dividida entre os n individuos, 1/n. O ganho de in-
formacao (ou discrepancia da informacao) ocorre na divergéncia da observacao das
fracdes de fato apropriadas pelos individuos (y) e daquelas que seriam adequadas
normativamente pela distribuicdo igualitaria (x, = 1/n).
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Nota-se a semelhanca da Equacdo Al com a Equacdo 1 deste texto. Segue a
prova por construcao de que Theil é igual a divergéncia Kullback-Leibler para o
caso especifico em que a probabilidade P(x) é dada pela fragdo apropriada da renda
e Q(x) a apropriacdo de renda na sociedade igualitdria.

Tomemos y, como proveniente de uma variavel aleatéria ¥, que possui a pro-
babilidade de ocorréncia igual a fragdo de renda apropriada de cada individuo i (ou
grupo i). Isto é, y, € uma realizacdo observada de Y. Comparemos essa varidvel com
outra variavel aleatéria X, que, no caso, tem probabilidade equanime e igual a 1/n,
isto é, uma uniforme em que cada realizacdo de x, é igual a (1/n).

Por fim, defina-se I* como o espaco de quadrado unitario em que ambas as
variaveis, X e Y, estejam definidas. Sendo que X: [0,1] > 1/n e Yadvém de uma funcéo
mais geral em que f: [0,1] - [0,1]. Entdo, podemos definir a seguinte proposicao.

Proposicao 1. Dados I’ e n, o indice T de Theil é a divergéncia KL para o caso
especifico da funcdo de fragdo da renda y, e o referencial x, = 1/n.

Demonstragdo. Seja o indice de Theil-T dado por:

r=y o (5)

Definindo-se x, advindo da funcdo constante X: [0,1] > 1/n, obtém-se nova-
mente o T de Theil:

(A2)

-3 [yil‘l((l%)]

=1 (A3)

A divergéncia KL com as mesmas duas variaveis Y e X com as descricdes da-
das acima e do quadrado unitario I’ possui a seguinte formulacao:

KL(Y || X) = i [yi n ((1?;;))]

=1 (A4)

Como o lado direito das duas definigoes A3 e A4 é igual, temos que
T=KL(Y || X) (AS),

para X, Y e I, com y, sendo a fracdo da renda e x, = 1/n paratodo i € {1, ..., n}. Por
construcao. CQD.
As condicgdes de probabilidades para X e Y estdo atendidas:
i x,y>0;

. Xx,=xy=1.
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Conclui-se que a KL é um caso mais geral, dado que o dominio tipico da di-
vergéncia nao é o da fragdo da renda total apropriada pelas pessoas (a variavel Y)
comparada com o caso estritamente igualitario (varidvel X), mas, sim, tipicamente,
uma densidade probabilidade, ou mesmo fungoes gerais f e g. Pode, portanto, ser
comparada com outras densidades probabilidade; essa é a chave correta de inter-
pretacao da referéncia para educacao.

Abaixo, a Tabela Al reconsidera as trés ultimas linhas da Tabela 1 deste texto
e calcula uma KL que compara as distribuicoes sugeridas (R,P, Q e U) com 1/n em
cada um dos casos. O resultado é o mesmo de T apresentado pela Tabela 1 deste texto.

E possivel transformar a divergéncia KL discreta da Equacdo 1 com a suges-
tdo da probabilidade relativa de Handcock e Morris (1999). Suponha g, = P(x)/Q(x),
que advém da multiplicacdo de Q(x)/Q(x) na Equacéo 1 deste trabalho. Sendo assim,
a KL se torna:

KL(P || Q) =Y _giln(9:)¢: = EqlgiIn (9:)]
=1 (A6)

TABELA A1
Comparacido com a KL com referéncia igualitaria 1/n

v, P, Q, v, P, Q,
KL 0,000 2,002 3,669 4,458 1,866 3,061 7,413
G 0,050 0,220 0,270 0,260 0,200 0,170 0,420
0,009 0,165 0,247 0,205 0,143 0,130 0,454
KLY [ X) 0,009 0,165 0,247 0,205 0,143 0,130 0,454

Fonte: Elaboragdo do autor, com base em Hoffmann (2025).

Notas: (1) Adaptado das distribui¢des P, Q e U de Hoffmann (2025, pp. 8-9), tabelas 1 e 2, com distribuicdo
R proposta neste texto para referéncia e as medidas comparativas. Note que KL(Y || X) produz os mesmos
resultados de T. O Y deve ser substituido pela distribuicdo da coluna em medicdo e X = 1/n, sempre.

(2) "Tabela 1" e "Tabela 2", aqui, referem-se as tabelas que constam do artigo de Hoffmann (2025).

Em que g, abrevia Q(x,). Temos entdo o somatdrio da probabilidade relativa
ponderada as probabilidades de comparacdo Q; a divergéncia de P para Q é a sur-
presa esperada, em que a esperanca é tomada sobre a distribuicao de referéncia Q.

Para exemplificar seu uso pratico, suponha trés distribuicdes de frequéncias
V(x), W(x) e Z(x), todas dadas por varidveis aleatéorias X com distribuicdo normal,
média 5 e desvio padrao 1,5, porém W(x) possui ¥ das notas dadas por uma aleatéria
uniforme com valores minimo e maximo de 5 e 8. A Figura Al exemplifica o uso das
densidades relativas.
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Na Figura Al-a, as densidades sdo comparadas (preferiu-se aqui nao “suavi-
zar” nenhuma das distribuicdes para facilidade de obtencdo da distribuicdo dis-
creta). O perfil das densidades comparando W e V denota um acimulo maior de
densidades entre 5 e 8 em W. Porém € na Figura Al-b, na g(r) = W(x)/V(x), que a dife-
renca é notada de maneira mais acintosa. O mesmo nao ocorre com h(r) = Z(x)/V(x),
dado que tanto V quanto Z foram obtidas pelo mesmo procedimento. A divergéncia
KL(W || V) =0,092 e KL(Z || V) = 0,006.

FIGURA A1

Exemplo, trés distribuicoes normais, V, W e Z, com média 5 e desvio padrio 1,5. W é
levemente alterada com 'z da distribuicdo proveniente de uma uniforme U[5,8]

(a) (b)

0.25
1

Densidade
0.15
!

Densidade Relativa

0.05
1

0.00
1

Notas0a 10 Percentil (r)

Fonte: Elaboracdo do autor.

Desse modo, mostra-se como a técnica de densidades relativas é sensivel o
suficiente para captar que um terco do profile W vem de um DGP diferente.
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